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Emlékeztető

• 𝐵 = (𝐵𝑡)𝑡≥0 Brown mozgás (más néven Wiener folyamat), ha nullából induló, folytonos trajektóriájú,
független növekményű folyamat, mire 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 esetén 𝐵𝑡 − 𝐵𝑠 ∼ 𝑁(0, 𝑡 − 𝑠).

Szemléletes kép: Olyan mint egy szimmetrikus bolyongás az
√

Δ𝑡ℤ rácson, ahol a lépések Δ𝑡 időközönként
történnek.

Tétel (Donsker tétel)

𝑆𝑛 szimmetrikus bolyongás, 𝒮
(𝑛)
𝑡 = 1√

𝑛 𝑆[𝑛𝑡]. Ekkor nagy 𝑛-re 𝒮(𝑛) eloszlása „közel van” a Brown mozgás
eloszlásához.
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Brown mozgás mint Gauss folyamat

Definíció (Brown mozgás)
𝐵 = (𝐵𝑡)𝑡≥0 Brown mozgás, ha nullából induló, folytonos trajektóriájú, független növekményű folyamat,
melyre 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 esetén 𝐵𝑡 − 𝐵𝑠 ∼ 𝑁(0, 𝑡 − 𝑠).

• 𝑡0 = 0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑟 esetén 𝑋𝑘 = 𝐵𝑡𝑘 − 𝐵𝑡𝑘−1, 𝑘 = 1,…,𝑟 független egy dimenziós normálisok, ezért
𝑋 = (𝑋1,… ,𝑋𝑟) normális vektorváltozó.

• 𝑌 = (𝐵𝑡1,𝐵𝑡2,… ,𝐵𝑡𝑟) = 𝐴𝑋 alakú, 𝐴𝑖,𝑗 = 1, ha 𝑗 ≤ 𝑖, így 𝑌 is normális eloszlású vektor.

Definíció
𝑋 = (𝑋𝑡)𝑡∈𝐼 Gauss folyamat, ha tetszőleges 𝑟 ≥ 1, 𝑡1,… , 𝑡𝑟 ∈ 𝐼 esetén (𝑋𝑡1,… ,𝑋𝑡𝑟) normális eloszlású
vektor változó.

Röviden: 𝑋 Gauss folyamat, ha a véges dimenziós eloszlásai normálisak.

Példa. Ha 𝐵 Brown mozgás, akkor Gauss folyamat.
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Brown mozgás mint Gauss folyamat

Definíció (Brown mozgás)
𝐵 = (𝐵𝑡)𝑡≥0 Brown mozgás, ha nullából induló, folytonos trajektóriájú, független növekményű folyamat,
melyre 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 esetén 𝐵𝑡 − 𝐵𝑠 ∼ 𝑁(0, 𝑡 − 𝑠).

𝑋 Gauss folyamat, ha a véges dimenziós eloszlásai normálisak.

Állítás
𝐵 = (𝐵𝑡)𝑡≥0 pontosan akkor Brown mozgás, ha 𝐵 nullából induló, folytonos trajektóriájú Gauss folyamat,
melyre 𝔼(𝐵𝑡) = 0 és cov(𝐵𝑠,𝐵𝑡) = min(𝑠, 𝑡).

⇒. Láttuk, hogy egy Brown mozgás Gauss folyamat. Csak 𝔼(𝐵𝑡), cov(𝐵𝑠,𝐵𝑡) a kérdés.

𝐵𝑡 = 𝐵𝑡 − 𝐵0 ∼ 𝑁(0, 𝑡), azaz 𝔼(𝐵𝑡) = 0.

0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡-re 𝐵𝑠 = 𝐵𝑠 − 𝐵0 és 𝐵𝑡 − 𝐵𝑠 függetlenek, azaz cov(𝐵𝑠,𝐵𝑡) = cov(𝐵𝑠,𝐵𝑡 − 𝐵𝑠) + 𝔻2(𝐵𝑠) = 𝑠.
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Brown mozgás mint Gauss folyamat

Definíció (Brown mozgás)
𝐵 = (𝐵𝑡)𝑡≥0 Brown mozgás, ha nullából induló, folytonos trajektóriájú, független növekményű folyamat,
melyre 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 esetén 𝐵𝑡 − 𝐵𝑠 ∼ 𝑁(0, 𝑡 − 𝑠).

𝑋 Gauss folyamat, ha a véges dimenziós eloszlásai normálisak.

Állítás
𝐵 = (𝐵𝑡)𝑡≥0 pontosan akkor Brown mozgás, ha 𝐵 nullából induló, folytonos trajektóriájú Gauss folyamat,
melyre 𝔼(𝐵𝑡) = 0 és cov(𝐵𝑠,𝐵𝑡) = min(𝑠, 𝑡).

⇐. Független növekményűséget, és a növekmény eloszlását kell ellenőrizni

• 𝑡0 = 0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑟. 𝑋 = (𝐵𝑡1,𝐵𝑡2 − 𝐵𝑡1,… ,𝐵𝑡𝑟 − 𝐵𝑡𝑟−1) az 𝑌 = (𝐵𝑡1,… ,𝐵𝑡𝑟) normális eloszlású
vektorváltozó lineáris képe 𝑋 = 𝐴𝑌, ahol 𝐴𝑖,𝑗 = 𝟙(𝑖=𝑗) − 𝟙(𝑖=𝑗+1>1).

• Normális vektorváltozó koordinátái függetlenek ⟺ korrelálatlanok. 𝑖 < 𝑗-re 𝑡𝑖−1 < 𝑡𝑖 ≤ 𝑡𝑗−1 < 𝑡𝑗 és

cov(𝐵𝑡𝑖−𝐵𝑡𝑖−1,𝐵𝑡𝑗−𝐵𝑡𝑗−1) = cov(𝐵𝑡𝑖,𝐵𝑡𝑗−𝐵𝑡𝑗−1)−cov(𝐵𝑡𝑖−1,𝐵𝑡𝑗−𝐵𝑡𝑗−1) = (𝑡𝑖−𝑡𝑖)−(𝑡𝑖−1−𝑡𝑖−1) = 0.

• 𝑠 ≤ 𝑡. 𝐵𝑡 − 𝐵𝑠 normális változó. 𝔼(𝐵𝑡 − 𝐵𝑠) = 0,
𝔻2(𝐵𝑡 − 𝐵𝑠) = cov(𝐵𝑡,𝐵𝑡) − 2cov(𝐵𝑡,𝐵𝑠) + cov(𝐵𝑠,𝐵𝑠) = 𝑡 − 𝑠.
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Brown mozgás skála invarianciája

Tétel
𝐵 Brown mozgás, 𝑐 ≠ 0 és 𝑋𝑡 = 𝑐𝐵𝑡/𝑐2. Ekkor 𝑋 szintén Brown mozgás.

• Kell: 𝑋 nullából induló, folytonos trajektóriájú Gauss folyamat, nulla várható értékkel és
cov(𝑋𝑠,𝑋𝑡) = min(𝑠, 𝑡) kovariancia függvénnyel.

• 𝑋0 = 𝑐𝐵0 = 0, 𝑋 folytonossága is világos.

• 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑟 esetén (𝑋𝑡1,… ,𝑋𝑡𝑟) a (𝐵𝑡1/𝑐2,… ,𝐵𝑡𝑟/𝑐2) normális vektorváltozó lineáris függvénye, így
normális eloszlású.

• 𝔼(𝑋𝑡) = 𝑐𝔼(𝐵𝑡/𝑐2) = 0

• 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡-re
cov(𝑋𝑠,𝑋𝑡) = cov(𝑐𝐵𝑠/𝑐2, 𝑐𝐵𝑡/𝑐2) = 𝑐2 min(𝑠/𝑐2, 𝑡/𝑐2) = min(𝑠, 𝑡).
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Folytonos trajektóriájú folyamatok eloszlása

𝑋 folytonos trajektóriájú folyamat.

• 𝜎(𝑋) = 𝜎{𝑋𝑡 ∶ 𝑡 ≥ 0}. 𝐴 ∈ 𝜎(𝑋), akkor 𝐴 = {𝑋 ∈ 𝐻} alkalmas 𝐻 ⊂ 𝐶[0,∞)-vel.
pl. 𝐴 = {max𝑠≤1 𝑋𝑠 > 1} esetén 𝐻 azokból a folytonos függvényekből áll, amiknek a maximuma [0, 1]
nagyobb, mint 1.

• Bevezethető egy ℬ 𝜎-algebra a 𝐶[0,∞) alaphalmazon, amire 𝐴 ∈ 𝜎(𝑋) pontosan akkor, ha
𝐴 = {𝑋 ∈ 𝐻}, valamely 𝐻 ∈ ℬ-re.

• 𝑋 eloszlása 𝑄𝑋 valószínűségi mérték ℬ-n, 𝑄𝑋(𝐻) = ℙ(𝑋 ∈ 𝐻).
• 𝑋, 𝑌 folytonos trajektóriájú folyamatok, 𝑋 𝑑= 𝑌, ha ℙ(𝑋 ∈ 𝐻) = ℙ(𝑌 ∈ 𝐻), minden 𝐻 ∈ ℬ-re.
• 𝑡 = (𝑡1,… , 𝑡𝑟) esetén 𝑋𝑡 = (𝑋𝑡1,… ,𝑋𝑡𝑟). 𝑄𝑋𝑡 az 𝑋 𝑡-hez tartozó véges dimenziós eloszlása.

Tétel (bizonyítás nélkül)
Ha az 𝑋 és 𝑌 folytonos folyamatok véges dimenziós eloszlásai azonosak, akkor 𝑋 és 𝑌 azonos eloszlású.

Azaz, ha minden 𝑡-re 𝑋𝑡
𝑑= 𝑌𝑡, akkor 𝑋 𝑑= 𝑌.

Következmény

Ha 𝑋, 𝑌 Brown mozgások, akkor 𝑋 𝑑= 𝑌.
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Skála invariancia következményei

Tétel (Skála invariancia)
𝐵 Brown mozgás, 𝑐 ≠ 0 és 𝑋𝑡 = 𝑐𝐵𝑡/𝑐2. Ekkor 𝑋 szintén Brown mozgás.

Definíció
𝑆𝑡 = max𝑠≤𝑡 𝐵𝑠. 𝑆 a 𝐵 Brown mozgás futó maximuma.

• 𝑐 = −1-gyel, ha 𝑋𝑡 = −𝐵𝑡, akkor 𝑋 is Brown mozgás, azaz 𝐵 𝑑= −𝐵.

max
𝑠≤𝑡

𝐵𝑠
𝑑= max

𝑠≤𝑡
−𝐵𝑠 = −min

𝑠≤𝑡
𝐵𝑠

Több is igaz. −𝑆 ugyanolyan eloszlású, mint a futó minimum.
• 𝑐 > 0. 𝑋𝑡 = 𝑐𝐵𝑡/𝑐2, 𝑡 ≥ 0

𝑆𝑡
𝑑= max

𝑠≤𝑡
𝑋𝑡 = max

𝑠≤𝑡
𝑐𝐵𝑠/𝑐2 = 𝑐 max

𝑢≤𝑡/𝑐2
𝐵𝑢 = 𝑐𝑆𝑡/𝑐2

azaz minden 𝑡 ≥ 0-ra 𝑆𝑡
𝑑=

√
𝑡𝑆1.

Az nem igaz, hogy 𝑆 ugyanolyan eloszlású lenne, mint a (
√

𝑡𝑆1)𝑡≥0 folyamat. Csak az egy dimenziós
peremeloszlások azonosak.
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Skála invariancia következményei

Tétel (Skála invariancia)
𝐵 Brown mozgás, 𝑐 ≠ 0 és 𝑋𝑡 = 𝑐𝐵𝑡/𝑐2. Ekkor 𝑋 szintén Brown mozgás.

Definíció (Szintelérési idő)
𝑚𝑐 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝐵𝑡 = 𝑐} (𝑚𝑐 = ∞ ha 𝐵 nem éri el a 𝑐 szintet).

Állítás

𝑚𝑐
𝑑= 𝑐2𝑚1.

• 𝑐 = 0-ra nyilvánvaló: 𝑚0 = 0 és 0𝑚1 = 0

• 𝑐 ≠ 0, 𝑋𝑡 = 𝑐𝐵𝑡/𝑐2 (𝑡 ≥ 0), 𝑚̃𝑐 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝑋𝑡 = 𝑐}.

• 𝐵 𝑑= 𝑋 ⟹ 𝑚𝑐
𝑑= 𝑚̃𝑐, azaz

𝑚𝑐
𝑑= 𝑚̃𝑐 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝑐𝐵𝑡/𝑐2 = 𝑐} = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝐵𝑡/𝑐2 = 1} = inf{𝑐2𝑠 ≥ 0 ∶ 𝐵𝑠 = 1} = 𝑐2𝑚1.
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Szintelérési idő végessége

Állítás (Előző diáról)

𝑚𝑐
𝑑= 𝑐2𝑚1, ahol 𝑚𝑐 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝐵𝑡 = 𝑐} (𝑚𝑐 = ∞ ha 𝐵 nem éri el a 𝑐 szintet).

• Tetszőleges 𝑐 ≠ 0-ra ℙ(𝑚𝑐 < ∞) = ℙ(𝑚1 < ∞).

• ∞
⋃
𝑛=1

{𝑚1/𝑛 < ∞} = {𝐵 jár a pozitív oldalon.}

• 0 < 𝑐 < 𝑑-re {𝑚𝑑 < ∞} ⊂ {𝑚𝑐 < ∞}, azaz 𝐴𝑛 = {𝑚1/𝑛 < ∞} bővülő eseménysorozat és

ℙ(𝐵 jár a pozitív oldalon.) = ℙ(∪𝑛𝐴𝑛) = lim
𝑛→∞

ℙ(𝐴𝑛) = ℙ(𝑚1 < ∞)

• Tetszőleges 𝑐 ≠ 0-ra a 𝐵 Brown mozgás pontosan akkora valószínűséggel éri el a 𝑐 szintet, mint
amekkora valószínűséggel a pozitív oldalon jár.

• Később látjuk, hogy ez a valószínűség egy.
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Időinverzió

Állítás
𝐵 Brown mozgás.

𝑋𝑡 =
⎧{
⎨{⎩

𝑡𝐵1/𝑡 𝑡 > 0
0 𝑡 = 0

.

Ekkor 𝑋 Brown mozgás.

• 𝑋0 = 0, 𝑋 trajektóriája a (0,∞) nyílt félegyenesen folytonos.
• 𝑋 Gauss folyamat: mert (𝑋𝑡1,… ,𝑋𝑡𝑟) a (𝐵1/𝑡1

,… ,𝐵1/𝑡𝑟
) normális vektorváltozó lineáris függvénye.

• 𝔼(𝑋𝑡) = 𝑡𝔼(𝐵1/𝑡) = 0, ha 𝑡 > 0, és 𝔼(𝑋0) = 0.
• cov(𝑋0,𝑋𝑡) = 0 = min(𝑡, 0). Ha 0 < 𝑠, 𝑡, akkor

cov(𝑋𝑠,𝑋𝑡) = cov(𝑠𝐵1/𝑠, 𝑡𝐵1/𝑡) = 𝑠𝑡cov(𝐵1/𝑠,𝐵1/𝑡) = 𝑠𝑡min(1/𝑠, 1/𝑡) = min(𝑡, 𝑠)

• Ha a trajektóriák a 𝑡 = 0-ban is folytonosak, akkor 𝑋 Brown mozgás.
• Ötlet. {𝑋𝑡 ∶ 𝑡 > 0} 𝑑= {𝐵𝑡 ∶ 𝑡 > 0} mert (0,∞)-n folytonos Gauss folyamatok, azonos várható érték és
kovariancia függvénnyel.
Ezért ℙ(lim𝑡→0 𝑋𝑡 = 0) = ℙ(lim𝑡→0 𝐵𝑡 = 0) = 1.

10


