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Emlékeztetd

fiiggetlen névekmény( folyamat, mire 0 < s <t esetén B, — B, ~ N(0,t — s).
Szemléletes kép: Olyan mint egy szimmetrikus bolyongas az v AtZ racson, ahol a [épések At id6kozonként
torténnek.
Tétel (Donsker tétel)

S, szimmetrikus bolyongds, 8" =
eloszldsdhoz.

\/LHSW]. Ekkor nagy n-re 8™ eloszldsa ,kézel van” a Brown mozgds



Brown mozgas mint Gauss folyamat

Definicié (Brown mozgas)

melyre 0 < s < t esetén B, — B, ~ N(0,t — s).

cty=0<t; < <t,.esetén X;, =B, — B, ,k=1,... rfiiggetlen egy dimenzi6s normalisok, ezért
X =(Xy,..., X,.) normalis vektorvaltozo.

« Y =(By,,B,,...,B; ) = AX alaki, A; ; =1, ha j < i, igy Yis normalis eloszlasu vektor.

Definicid
X = (X})cs Gauss folyamat, ha tetszéleges r > 1, ty, ..., t, € I esetén (X, ,..., X, ) normalis eloszldst
vektor vdltozo.

Réviden: X Gauss folyamat, ha a véges dimenzids eloszldsai normdlisak.

Példa. Ha B Brown mozgas, akkor Gauss folyamat.



Brown mozgas mint Gauss folyamat

Definicié (Brown mozgas)

melyre 0 < s <t esetén B; — B, ~ N(0,t— s).

X Gauss folyamat, ha a véges dimenzids eloszldsai normalisak.

Allitas

B = (B;)q pontosan akkor Brown mozgds, ha B nulldbél induld, folytonos trajektéridji Gauss folyamat,
melyre E(B;) = 0 és cov(By, B;) = min(s, t).

= Lattuk, hogy egy Brown mozgas Gauss folyamat. Csak E(B;), cov(By, B;) a kérdés.

B, =B, — By~ N(0,t),azaz E(B,;) = 0.

0 < s <t-re B,= B, — By és B, — B, fliggetlenek, azaz cov(B,, B;) = cov(B,, B; — B,) + D?(B,) = s.



Brown mozgas mint Gauss folyamat

Definicié (Brown mozgas)

melyre 0 < s < t esetén B, — B, ~ N(0,t — s).

X Gauss folyamat, ha a véges dimenzids eloszldsai normdlisak.

Allitas

B = (By)~0 pontosan akkor Brown mozgds, ha B nulldbdl induld, folytonos trajektéridju Gauss folyamat,
melyre E(B;) = 0 és cov(By, By) = min(s,t).

<. Fiiggetlen novekményliséget, és a novekmény eloszlasat kell ellendrizni

cty=0<ty <<t X=(By,By,—By,,...., B, — By )azY = (B,,,...,B; ) normalis eloszlasu
vektorvaltozo linedris képe X = AY, ahol A; ; =1;_;) — Li—jy151)-

+ Normalis vektorvaltozd koordinatai fiiggetlenek <= korreldlatlanok. i < j-re t; | <t; <t; 4 <t;és
cov(B;,—B;, |, By, —B;, ) =cov(By,, By, —B;, | )—cov(By,_, By —B;, )= (ti—t;)—(ti1—t; 1) =0.

+ s <t. B; — B, normalis valtozd. £(B; — By) =0,
D2(B; — B,) = cov(By, B;) —2cov(By, By) + cov(B,, By) =t — s.



Brown mozgas skala invarianciaja

Tétel
B Brown mozgds, ¢ # 0 és X; = cB; 2. ERRor X szintén Brown mozgds.

+ Kell: X nullabdl indul, folytonos trajektdriaju Gauss folyamat, nulla varhaté értékkel és
cov(X,, X;) = min(s, ) kovariancia fiiggvénnyel.

« Xy =cBy =0, X folytonossaga is vilagos.

sty < <tpesetén (X, ..., X, )a (B e, By, je2) normalis vektorvaltozd linedris fiiggvénye, igy
normalis eloszlasu.

« BE(X;) = cE(Byje2) =0

c 0<s<tre

cov(Xy, X;) = cov(cBye2,¢Bye2) = c2min(s/c?,t/c?) = min(s, t).



Folytonos trajektoriaju folyamatok eloszlasa

X folytonos trajektériaju folyamat.

co(X)=0{X, : t>0}. Aco(X),akkor A={X € H} alkalmas H C C[0,c0)-vel.
pl. A = {max,-; X, > 1} esetén H azokbol a folytonos fiiggvényekbdl all, amiknek a maximuma [0, 1]
nagyobb, mint 1.

+ Bevezethet( egy B o-algebra a C'[0, c0) alaphalmazon, amire A € o(X) pontosan akkor, ha
A={X € H},valamely H € B-re.

-+ X eloszlasa @ y valdszinliségi mérték B-n, Q x(H) = P(X € H).

+ X, Yfolytonos trajektoriaja folyamatok, b Y haP(X € H)=P(Y € H), minden H € B-re.

s t=(ty,...,t,;) esetén X, = (X, ,..., Xy ). Qx, az X t-hez tartozo véges dimenzids eloszlasa.

Tétel (bizonyitas nélkiil)
Ha az X és Y folytonos folyamatok véges dimenzids eloszldsai azonosak, akkor X és Y azonos eloszldsu.

Azaz, ha minden t-re X 4 Y}, akkor X 4 Y.

Kovetkezmény

Ha X, Y Brown mozgdsok, akkor X e Y.



Skala invariancia kovetkezményei

Tétel (Skala invariancia)
B Brown mozgds, ¢ # 0 és X = cB, 2. ERRor X szintén Brown mozgds.

Definicid

Sy = max,; B,. S a B Brown mozgds futé maximuma.

. , d
« ¢=—1-gyel, ha X; = —B;,, akkor X is Brown mozgas, azaz B < _B
d .
max B, = max —B, = —min B,
s<t s<t s<t
Tobb is igaz. —S ugyanolyan eloszlast, mint a futé minimum.

*¢>0. Xy =cBye2, 1 >0

d
S, =max Xy =maxcBy, .2 = c max B, =cS /.
s<t s<t s u<t/c? o

azaz minden ¢ > 0-ra S, < v/%S;.

Az nem igaz, hogy S ugyanolyan eloszlasu lenne, mint a (\/ESI)tZ(] folyamat. Csak az egy dimenzios
peremeloszlasok azonosak.



Skala invariancia kovetkezményei

Tétel (Skala invariancia)
B Brown mozgds, ¢ # 0 és X = cB, 2. ERRor X szintén Brown mozgds.

Definicio (Szintelérési idd)
m.=inf{t >0 : B, =c} (m, = oo ha B nem éri el a c szintet).
Allitas
m, &R c?my.
« ¢ = 0-ra nyilvanvalé: mg=0és0m; =0

c c#0, Xy =cBy2 (t>0),m,=inf{t>0: X, =c}

d d .
- B=X = m,=m,,azaz

me 4 Me=1nf{t >0 : ¢Byje =c} =inf{t >0 : By)2 =1} =inf{c?s >0 : B, =1} = c?m,.



Szintelérési id6 végessége

Allitas (EL6z6 diarél)

d : . .
m. = c%my, ahol m, = inf{t >0 : B, = ¢} (m, = co ha B nem éri el a c szintet).

- Tetsz6leges ¢ # 0-ra P(m,. < 0o) = P(my < 00).

foo]
U {my,, < oo} = {Bjara pozitiv oldalon.}

n=1

+ 0<c<d-re{myg<oo} C{m,<oo} azaz A, = {my, < oo} béviild eseménysorozat és
P(B jar a pozitiv oldalon.) = P(U,A,,) = ’}LHOIO P(A,) =P(m; < o0)

+ Tetszbleges ¢ # 0-ra a B Brown mozgas pontosan akkora valdszinliséggel éri el a ¢ szintet, mint
amekkora valészinliséggel a pozitiv oldalon jar.

+ Késébb latjuk, hogy ez a valdszinliség egy.



Idéinverzio

Allitas
B Brown mozgds.

tBy, t>0
x, =4 120
0 t=0

Ekkor X Brown mozgds.

+ Xy =0, X trajektdridja a (0, 00) nyilt félegyenesen folytonos.
+ X Gauss folyamat: mert (X, ..., X; ) a (By,, .-, By, ) normalis vektorvltozo lineéris fliggvénye.
- E(X;) =tE(B, ;) =0, hat >0, és E(X,) = 0.
+ cov(Xy, X;) =0 =min(¢,0). Ha 0 < s, ¢, akkor
cov(X,, X;) = cov(sBy,,tBy ;) = stcov(By s, By ) = stmin(1/s,1/t) = min(t, s)
+ Ha a trajektéridk a ¢ = 0-ban is folytonosak, akkor X Brown mozgas.
- Otlet. {X; : } 4 {By : } mert (0, 00)-n folytonos Gauss folyamatok, azonos varhaté érték és

kovariancia fliggvénnyel.
Ezért P(lim, ,q X; = 0) = P(lim; ,o B, =0) = 1.



