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Egyszerii integrandusok integralja, 6sszefoglalas

Definicio
A ¢ folyamat egyszert'j integrandus az ?ﬁltrdciéban ha p az F filtraciéhoz adaptadlt, korldtos folyamat és
letezik 0 <ty <ty < --- < t, Ugy, hogy p = ZZ 0 Pt Ltitinn):

B Brown mozgds, ¢ egyszer( integrandus az F filtrdciéban. I,(¢) = >, ¢, (By,  at — Bi,at)-

Jelolés: & az F filtracioban egyszer( integrandusok halmaza.
Allitas
I, : & — L2(Q) jol definidlt, linedris és teljesiti az Ité izometridt:

t
[E(If(w)):/ E(p3)ds, vagy ugyanez mds jeldléssel |I,(0)]z2(0) = |2l L2(2x(0,)
0

@ € Eesetén az I(p) = (I;(p)) =0 folyamat nulldbdl induld, folytonos trajektoridju, négyzetesen
integrdlhaté martingdl.



Kiterjesztés It izometriaval

Emlékeztetd. L?(Q) teljes, azaz ha (X,,) C L?(Q) Cauchy sorozat (lim,, ,, ., E((X,, — X,,)?) = 0), akkor
létezik L2-beli limesze, azaz létezik X € L?(Q2), amire E((X,, — X)?) — 0.

B Brown mozgas az  filtracidban. B és F adott, minden fogalom ezekre vonatkozik. £ az egyszer(i
integrandusok halmaza.

Definicio

8 ={ : p progressziven mérhetd és minden t > 0-ra ['E(p?)ds < oo}
¢ kdzelité sorozat p-hez ha || — (™| 12(qx[0,) — O minden t-re.
Allitas (Indoklas késébb)

Ha ¢ € 8, akkor létezik ¢™) € & Rozelits sorozat p-hez.

Ha ©(") € & Rozelité sorozat -hez, t > 0, akkor az I,(¢(™) integrdlok L?(Q)-ban konvergdlnak és a limesz
nem fiigg a Rozelitd sorozat valasztdsatol.

Definicio
ped t>0.

I,(9) = [} psdBy =lim I,(¢(™)), ahol o™ € & kizelits sorozat p-hez és a limesz L2-ben értends.



Progressziv mérhetGség

Definicio
S ={¢ : ¢ progressziven mérheté és minden ¢t > 0-ra fot E(¢2)ds < co}

»: Q2 x [0,00) — R progressziven mérhet6 az & filtraciéban, ha minden T' > 0-ra a (w,t) > @y (w)Li<p
leképezés F +® B([0,00)) mérhetd.

informaciobol kiszamithato, ¢ ,nem eléretekinté”, ,non-anticipating”.

+ Hasonlé az adaptaltsaghoz, de anndl erésebb. Pl. adaptaltsagbo6l nem kovetkezik a trajektoriak
mérhetésége, progressziv mérhetdségbdl igen.

+ @ progressziven mérhetd. Tetszéleges c-re {¢p < ¢} = {(w,t) € Q x [0,00) : p(w) < c}-re
{e<c}n(2x[0,T]) ,6sszerakhaté” A x I alaki halmazokbél, megszamlalhaté miveletek
segitségével.

+ Ha ¢ progressziven mérhet6, akkor A, = fot ©2ds adaptalt folytonos trajektoriaju folyamat. Ez a Fubini

tétel kovetkezménye.

Allitas (Definicio kovetkezménye)
Ha o progressziven mérheté az F filtraciéban, akkor adaptdlt F -hez.



Definicio
©: Q% [0,00) — R progressziven mérheté az 7 filtracioban, ha minden T' > 0-ra a (w,t) - ¢y (w)Li<p
leképezés F 1@ B([0,00)) mérhetd.

«  determinisztikus, (Borel) mérhetd. Ekkor ¢ progressziven mérhetd.

ere s

c M =% Prlik iy

n’

{pm e n@x[0,T])= |J {rx € H} x ([£,£2)n[0,T]) € Fr® B([0,00)).
k:k<nT
™) progressziven mérheté
< p=limp™), igy Fr@ B ~ oMW1 7y = ol 7). @ teljesiti a progressziv mérhetéség definiciéjat.
+ A gondolatmenet apré mddositasaval, ha o adaptalt és trajektoriai jobbrol folytonosak, akkor
progressziven mérhet6. Ha ¢ adaptalt és trajektoriai balrél folytonosak, akkor ¢ progressziven
mérhetd.
+ ¢ progressziven mérhetd, g : R — R Borel mérhetd. Ekkor g(¢) is progressziven mérhetd.

is az.



S-beli integrandusok integralja, 6sszefoglalas

Definicio
+ ¢ :Q x[0,00) — R progressziven mérhet6 az F filtraciéban, ha minden T' > 0-ra a (w,t) - ¢4 (w)L<p
leképezés F & B([0, 00)) mérhetd.
« 8§ ={¢ : ¢ progressziven mérhetd és minden t > 0-ra ‘]gf’ E(¢2)ds < oo}
- ") Kkozelité sorozat -hez, ha |l — ™| 12(qx(0,4) — O minden t-re.

c €S, t>0. I(p) =limI,(¢™), ahol o™ € & kézelits sorozat p-hez és a limesz L2-ben értendé.

Allitas (Integral legfontosabb tulajdonsagai)
c p €S, Ii(p) jol definidlt. o+ I(yp) linedris.
« I(p) definidlhatd, folytonos trajektdridji folyamatként. Mindig ezt a vdltozatot értjiik integrdl alatt.

+ I(p) nullabdl indulé, folytonos trajektéridju, négyzetesen integralhaté martingdl. It6 izometria:

t
I @)lae = ¢l Leanioy,  mds jelétéssel D2(I(p)) = E(I2(p)) = / E(¢2)ds
0



It6 izometria kovetkezménye

B Brown mozgas az F filtraciéban. ¢ € S-re I;(p fo psdB,.
Allitas

‘197w €3, COV(LE(‘?)?I@(#O) = LSM [E(qu"/]u)du

+ 0 < s <tfeltehetd. I(p) martingdl az F filtraciéban.
cov(Ly(¢), 1s(¥)) = E(L(p)Ls(¥)) = B(E(L(0) L:(9) | Fs)) = B(L:(9)1s(4))-
+ Izometriat felirva I,(¢ £+ v)-re

E(L(o)T()) = SEI3(p+9) — I2(p—)) = i[(/os(ww) (@ _U)%zu) :/OS[E(c,ouwu)du



It6 izometria kovetkezménye

B Brown mozgas az F filtracidban. ¢ € S-re I;(¢) = j['f pdBs.
Allitas
@, € 8, cov(I(9), L(¥)) = ™ E(putpu)du.

Kovetkezmény
pedS, T >0. ERkor ‘19]]-[0,T] €Sés IMT(L,Q) = It(ﬁp:ﬂ-[o,T])

(w, ) = Ljg 7} progressziven mérhetd, 1o 7} és j(')t E(p21p,7))ds < fot E(¢2)ds.

tAT r(tAT)AE "t
E((Liaz(e) — ]t(S@]l[o,T]))Q) =Lt / padu— 2/ Cupulu<rdu + / @ﬁﬂ(ugi‘)du =0.
0 0 Jo



Determinisztikus integrandus integralja, Wiener integral

- ¢ determinisztikus, [ @2ds < oo minden t-re. Ekkor ¢ € 8.
(") € & kézelitd sorozat o-hez. Feltehetd, hogy (™) is determinisztikus, mert (") = ([E((,og")>)t20
egyszerl és kozelit6 sorozat ¢-hez.

Z%M [tirtir) — o Z[E<90t ) [ts,tir)
(@t—[E(wf))) S[E<(sa —@'”) ) = /Ot(sos—éi")) dsS/Ot[E<(<ps—¢§"))2)ds—>0

- Hay = Z:;& Yy Ly, t,.,) €8yszer(, determinisztikus, akkor

Ziﬁt Br,ﬂAz Bf /\f /1/12d3

+ Ha[o— ! "’HLz ax(o.n)) < 27, akkor I, (p(™) — I,(¢p) egy valosziniséggel, ahol I,(¢™) ~ N(0,02)

02 = 012, 0.0) €5 0% = [, 0 4~ 1220 0.5p =

[
E(efolile )— lim [E( eiodi(™) ) = lim e 297 — ¢ 39%"  —  [(p) ~ N(0,02)

n—,oo n—oo

Ha ¢ € § determinisztikus, akkor I;(y) ~ N(0, H@HZLZ([OI]))'



Wiener integral, 6sszefoglalas

+ B Brown mozgas az J filtracidban.

* Ha h € L?[0,00), azaz [ h(s)*ds < oo, akkor h determinisztikus folyamat és az izometria miatt
Io(h) =1imy_, [ h(s)dB, L*-beli limesz |étezik.
Jeldlés: h € L?[0,00) esetén B(h) = I (h)

« {B(Rh) : he L?[0,00)} ,folyamat’, valdszinlségi valtozok paraméterezett csaladja.

Auitas
{B(h) : h € L?[0,00)} Gauss folyamat, E(B(h)) =0 és

cov(B(hy), B(hy)) = / hihy = <h17h2>L2[O,oo)'
Jo

*+ (B(hy), ..., B(h,)) normalis vektor, mert a € R™ esetén >~ a,B(h;) = B(}", a;h;) egy dimenziés
normalis.
« B(h) =lim,_,, I,(h), ahol a limesz L?-ben értendd, ezért

E(B(h)) =limE(I;(h)) =0, cov(B(hy),B(hs))=Ilimcov(I;(hy),I;(hy))=1lim [f/ hihy = 4 hihs.



- B Brown mozgas az & filtraciéban.

« X, = ['2-3%dB,, hat>0és X,=0.

+ X Gauss folyamat, E(X;) =0,0<s <t

1

— (4s%t—38>(s+t)+3s%) = s

T st

cov(Xy, X,) L / (2s—3u)(2t—3u)du = slf / 4st—6u(s+t)+9udu =
0 st Jo

- X,=2B,—3 fot udB,,. X trajektdriai folytonosak a (0, co) félegyenesen, {X; : ¢t >0} 4 {B; : t>0},
azaz lim; o X; =0.

+ X Brown mozgas a természetes filtraciéjaban.

! u ! U 3 [ 3
cov(Xz—Xl,Bl):/ 2—3—’du—/ 2—3—du:—/ udu = =
Jo 2 A 1 2 b 4



Példa folytatasa

« B Brown mozgas az 7 filtraciéban.

- X;= [/2—3%dB,, hat>0és X, =0.

« X Brown mozgas a természetes filtracidjaban.
« Markov folyamat-e X az & filtracidban?

2 1 2 1 2
X, = / 2—%udBu :/ 2—%7L(13u+/ 2—%71,(131“ Y= / 2—%udBu ~F1 1Y, :/ 2—%udBu
0 0 1 0 1

mert f12 az 1id6épontban djraindulé Brown mozgds novekményeibél van szamolva.

+ X, F1-re vonatkozé feltételes eloszlasa:
P(Xoe H|F)=PY1+Yo€e H|T)) :F(y+Y2€H)|y:yl
« Yo~ N(0, [2(2— 3u)?du = 1), azaz X, feltételes eloszlasa normalis, a varhaté érték
Y, = j(')l 2— 3udB, a szorasnégyzet 1.

+ Az X;-re vonatkozo feltételes eloszlas normalis NV (X, 1), ami nem azonos az F | -re vonatkoz6
feltételes eloszldssal. = X nem Markov tulajdonsagu az F filtracidban.



Az eddigi integral fogalom nem elég az Ito formulahoz

+ Célaz Ito formula a legegyszer(ibb esetre: f : R — R kétszer folytonosan differencialhaté, B Brown
mozgas az F filtraciéban. Ekkor

f(By) = f(Bo) + /f JdB,+ 1 /f”

+ A megjelend sztochasztikus integralt értelmeztiik, ha ﬂ E((f/(Bs))?)ds < .

- Nem mindig teljesll, nem is mindig konnyd ellendrizni.
pl. faz x> e leképezés egy primitiv fiiggvénye, f/(z) = e** és f(0) = 0. Ekkor
E((f(Bs))?) = [E<e233> = oo minden s > 0-ra, f’(B) ugyan progressziven mérhet6, de nem tartozik
S-hez.

- Otlet: lokalizalas. Ha ¢ ¢ S de alkalmas végtelenbe tarté véletlen 7,, id6pontokkal 1 , | € 8, akkor ¢
integralja leheta I (¢l ;) kézelitd integralok limesze.



Megallasi id6

Definicio
7 : Q — [0, 00| valésziniiségi vdltozé megadlldsi idé az F filtraciéban, ha {T <t} € &, minden t > 0-ra.

Emlékeztetd. Diszkrét idejli martingalok kapcsan azt mondtuk, hogy 7: Q — {0,1, ..., 00} megallasi id6 az
(F ) nso filtraciéban, ha {T =n} € &, minden n-re.
Ez megfogalmazhat¢ a fenti alakban is: {7 <n} =U}_ {T=k} és{r=n}={r<n} {7 <n—1}.

Folytonos idej(i folyamatoknal P(7 = t) gyakran nulla és az ilyen eseményeket szokas a kezd6 o algebrahoz
F o-hoz hozzavenni.



Példak megallasi idékre

Definicio
7 : Q — [0, 00] valésziniiségi valtozé megadlldsi id6 az F filtraciéban, ha {7 <t} € #, minden t > 0-ra.
Allitas
& filtracié, az X folytonos trajektéridju folyamat adaptalt az F filtrdciéhoz, H zdrt halmaz, 7 = inf{t > 0 :
X, € H}. ERRor T megalldsi idG.
Roviden. Zart halmazba torténd elsé belépés id6pontja megallasi idé.

« fle)=d(z,H)=inf{|z —y| : y€ H}. |f(z) — f(y)| < |z —y|, azaz f folytonos.

c Hzrt: 2 € H < f(z)=0.

. Elég {T <t}¢= {7 >t} eseményt nézni.

{T > t} = {msc[o,t]f<Xs) > O} = Uiozl quQﬁ[O,t] {f(Xq) > %} S

B Brown mozgas, m, = inf{t >0 : B, =c} a cszint els6 elérési ideje megallasi id6.



Nem minden véletlen id6pont megallasi id6

Allitas
B Brown mozgds az ¥ filtracioban. v = max{t € [0,1] : B; =0} az egy elétti utolsé nullhely. -y nem lehet
megadlldsi id6 F -ben.

- Indirekt médon tegylik fel, hogy v megallasi id8, ekkor
P(y>1t]|F:) =1(354 € {0,1}
+ Masfelél a Brown mozgas Markov tulajdonsagat hasznalva: X, = B, — By, 7, 1L X Brown mozgas

P(y>t|F,) =P@Eue (t,1], B, =0| F,) = P@s € (0,1 — ], b+ X, = 0)|y_p,
=P(m_(X) <1—t)|p=p, = P(0*m1(X) < (1=1))|p=p, = P(Xp21-¢) = 1)[p=p, >0

c P(y>t]F:) =145y > 0mindent < 1-re, azaz P(y >t) =1 mindent < 1.
+ P(y=1)=1,amib6l P(B; = 0) = 1 ellenmondasra vezet, hiszen P(B; = 0) = 0.



Tovabbi példak megallasi idékre

F filtracio.

+ s determinisztikus idépont, 7 = s megallasi id6. {7 <t} =0, hat <sés, hat> s.

« 7, p megallasi id6k F-ben, akkor 7 A p megallasi id6:
{Thp<t}={r<t}U{p<t}€F; mindent>0-ra

+ 7, p megallasi id6k F -ben, akkor 7V p megallasi id6:
{rvp<t}={r<t}n{p<t} €F; mindent>0-ra

- 7,p megallasi id6k F-ben, akkor 7 + p megallasi id6:

{t+p<t}e={r+p>t}

= ({r=0}n{p> U ({r >t n{p=0})

u | r>gn{p>t—q})eF, mindent>0-ra
q€QN|0,t]

pl. ha 7 megallasi id8, akkor minden ¢ > 0-ra 7 + ¢ is az.



