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1t6 folyamat (Emlékeztetd)

Definicid
F filtrdcié. Egy X folyamatot It6 folyamatnak hivunk (az F filtrdcidra nézve), ha X, ~ F, és léteznek

« u, o progresszivan mérhetd folyamatok, melyekre fot|us\ + 02ds < oo egy valészinliséggel minden
t > 0-ra, valamint

+ B Brown mozgds az F filtraciéban

tgy, hogy .

¢ t
Xt:X0+/ ,usder/ o,dBy
0 ()

Példak.

« X, =t,azaz X azid6 (X =0,u=1,0=0),
+ B Brown mozgas F -ben X, = B,

-+ Sy = Spexp{(r—o?/2)t +0B;}, So ~ Ty
« f:]0,00) xR R, feCl2 X, = f(t,B,)



Integral 1t6 folyamat szerint (Emlékeztetd)

Definicio

X 1t6 folyamat (X, = Xo + [ psds + [ 0,dB,).

o1
L(X)={p : ¢ progressziven mérheté és / lop| + o202 < oo m.b. mindent t > 0-ra}
Jo
+ Ha ¢ € £(X), akkor

t t
f,,X(so):/ %usdﬁ/ ©505dB;
0 0

t
/ P dX
0

Hagyomanyos jelolés:

= IX(p) lineéris;
ha 7 megallasi id6, akkor IX () = IX(¢1(g ).

Ha ¢ € £(X), akkor létezik egyszerliekb6l 4ll6 (p,,) sorozat ,kozelit” sorozat hozza, és
IX(p) = p-lim X (™).



1t6 formula

Legyen f : R — R C? fiiggvény, X It6 folyamat. t; =t A -
f(Xt) - f(Xo) = Zf(Xtm) - f(Xti) =
=D F (X)X, = X) 5 | f(X)dX,
+ % Zfﬁ(Xti)(Xtivl thi)Q 2 l/,}"”(XS)(I[X]S (Riemann-Stieltjes integral)

P
+y (X, X (X, = X)? 0
@

ahol

o) = /1 [ 1@ty =) - 1@t



1to korrekcios tag

DX ) (X, )2 = Z P (X=X =Ko, — (X )+ (X ) (XD, —XDe,)

P

. ti:t/\'—é,an(u)*% ha—<u< ”1
t
P (Kt = X = (K, = (K1) = 3£ (02 [ (= X cuctdX
) 7 0

t
, P
=2 / f/ (Xon(u))(Xu - Xon(u))qu =0
Jo
Ugyanis
¥y, = max|f”(X,)| - 2max| X, |

folyamatra 1) folytonos trajektdriaju, adaptalt, azaz i) € £(X) és dominalja az integrandust, ami
pontonként nullahoz tart.

Zf//(Xti)([X}tH —[X],) = Zt f(X)d[X],

i



1to formula, Ito folyamatra 6sszefoglalas

Tétel
X Ité folyamat, f : R — R f € C2. ERRor

£(X,) = F(Xo) + / f(X)dx, + 1 /tff/(Xs>d[X]s

Célok:

+ [X] csak X lokalis martingdl részétél fiigg.
+ [X] kiszamitasa a

t it
X, = X(]—i-/ ,usds—i-/ o,dB
0 Jo

felirashol.



Zarojel folyamat

Definicio
X,Y folyamat, a [ X, Y] folyamat az X és Y zdrojele, ha tetszéleges t esetén a [0, ] minden végteleniil
finomodo (t7);", felosztds sorozatdra

X, Y], = Ir)l‘_l&n Z(Xt?“ - Xt;")()/tjﬂ - Ytl)
7

(X, X] = [X]
Allitas
Ha [X], [Y] létezik, és [Y] =0, akkor [X,Y]=0¢és [X + Y] = [X].

Cauchy-Schwarz egyenlétlenség.

P
| § (X = Xpn) (Yo —Yin)]? < § (X | — Xin)? E (Yir, —Y3n)? =0
K3

2

3

(A(X4Y))2=(AX)2+ (AY)?+2AXAY



1to folyamat kvadratikus variacioja

&

t t
X, =Xy +/ feds +/ o.,dB, =V, + M,
0 0

¢ t
Vi =X -I—/ neds, M, :/ o,dB,
0 0

ahol

V]=0, = [X]=[M]

nem jarul hozza.



1to folyamatok zarojele

Allitas (Parcialis integralas)
Ha X, Y It6 folyamatok, akkor létezik az [ X, Y] zdrdjel folyamat és

t t
[X, Y], = (XY), — (XY)o - / X,dY, - / Y.dX,
0 0

(Xe = X,) (Ve = Y5) = (XY)y — (XY), — X, (Y, = ¥,) — Vo (X, — X))

[

(thXs)(Y;tfys)7([X7Y]t7[X>Y}s):/0 ﬂ(s§u<tj<Xu XS)(]YU+/0 ]l(s<u<ﬁ<y Y>dX

X t s ( t
X, Y] — [X,Y], = (XY), — (XY), /XudY Y,dX,

+ (t;) a[0,t] felosztasa o(u) =t;, ha u € [t;,t;,1). Ha a felosztas végteleniil finomodik:

S (X, —Xe) (Y, —Ye) = (X, Vs, —[X, Y],) = /‘t<Xu—Xa<u>>dYu+ / (Yu—You)dX, 50

7 Jo 0



Integral zarojel folyamat szerint

Tegyiik fel, hogy X, Y'Ito folyamat.

- [va}o =0
C [X,Y), = (X + Y] [X] - [Y]), azaz [X, Y] € FV.

+ Ha ¢ folytonos trajektdridju, akkor
G
/0 pud[X, Y], = Jim 3 g (X, Vg, — [X, Vi)
2

ahol (t7) a [0, t] végteleniil finomod¢ felosztassorozata.



1t6 formula tobb dimenzios It6 folyamatra

Tétel
X = (XM, ..., X@) d-dimenziés It6 folyamat, f : R? — R f € C2. Ekkor
(k) , 1 d !
= k) x(£)
f(X, X0+Z/ (Onf)(X,)d X, +2k;10 (Bp,ef)(Xs)d[ X P, X @),

Rovidebb jelolés

F(X0) = F(Xo) + O'tf% J)-dx,+ L / F7(X,)-d[X],

Itt f"(X,) vektor értékd, f/(X,) -dX, = Zk(('?kf)(Xs)dXi:k a ,skalaris szorzat”

Hasonléan f”(X,), [X] d x d matrix értékd, és

d
(X5t = [ X0, X O], #7(X = Y (Oref)(X)d[X®), X O],

k=1



1t6 formula tobb dimenzios It6 folyamatra

X = (XM, ..., X@) d-dimenziés It6 folyamat, f : R? — R f € C2. ERkor

d t
f0) = £ + Y [ @)X, )ax! (O (X)X, X0,
k=10

u10

Had=2, Xf(:l) =1 Xt(?) = B, akkor lényegében visszakapjuk a Brown mozgasra vonatkozd formulat.

w=(y )



1t6 formula (bizonyitas vazlat)

t; =LAt
FX) = £ = 31X, ) = SX,)
o(u) = fo+uly—)), fly)—f(z)= / / (u) — g" (0)dudv
0 0

F(X) = F(X) = F/(Xe) (X — X5) + 5 (X — X)) T (X)) (X — X ) + (X, — X ) Tr( X, Xo) (X — X,)



1t6 formula (bizonyitas vazlat)

f(Xz) - f(Xo) = Z f(XtM) - f(th)
XiY) sy (Ou) (X )ax
0

=ZZW<XM><X$2:
QZZ B X0 f(X (X0, - x) 5L

(k) (k)y( (0 ®
i ; Zrk’g Xt"’ Xt"’l <ti+1 - Xt! )(thAl - th )
8



1to formula, Ito korrekcios tag

b A _ i i i+l
ti=tA L, on(u)=<,ha s <u< 2

}:@wﬂXm«Xﬁﬂ*XfNXf)fXVUfQX@%XW] — [x®), x®], )

tiv1 i

Ok Zf( on(u)) )(Xfikj - X((,k)(u))dxff) + ak kf( on(u)) )(Xﬂg ) — XE, )<u))dX1(L ) —0

Jo n Jo n

t
3 00l (KXW, X0, = [X0,X0], ) B [0, 7(X,)a[x®, x0)
i i+1 i 0 ’ u



1to formula, hiba tag

tita

szxf X, )X —x M) - x9)

ahol

(@) / / Bef (@ +0(y — ) — By of () dudu

2
(k (k (¢ ¢
3 (X X, ) (XN, = X (X — X[
&

tita

P

k) k l) (£)
< max|ry o Xy, X, )2 Y (X0 — X;))QZ(XEM -Xx"2 50



Zarojel kiszamitasa

Lemma
Ha X, Y'It6 folyamatok és X, = [ o,dB,, akkor

x¥= [ 0 d[B, Y],

Kovetkezmény
X, =Xo+ [ psds+ |/ 0,dB,. Ekkor

t
[X]t:/ o2ds
o



[X,Y],ha X = I(y) és ¢ egyszertii

C =50 Pttt X = 1(9)-
+ Y'Ito folyamat
[X, Y]y = prlim Y 2 (X ) = X 00) (Vo = Y,o0)

n—o0 7 Sit1 &5
ahol (s m) [0,¢] végtelenil finomodé felosztassorozata.

- Feltehetd, hogy t, =t és {t,...,t,} C { B n) slr 5" ). } minden n-re.

Z(XSW - X, ,”)(Ym) —Y Z% Z (B, — B ,,”)(Ym —Y,m)

- j+1 = +1 Sjr1 J
g (717\
ti(sj <tiy1
» r—1 t
33 en((B.Y),~ 1Y) = [ eudBYI,
=0 0



[X,Y],haX =1I(p)éspeES

() egyszerii integrandusokbol &ll6 (gyorsan) kézelité sorozat o-hez.

« X = J(pn), X(") — X egy valészinlséggel lokalisan egyenletesen.

) 't
XY, / oMd[B,Y], 5 | ©ud[B,Y], késébb

JO
t t
/X" dy, — /Ympu ) i(xy)t—/ XudYu—/ Y,p.dB, = [X,Y],
0 JO

Ugyanis
ot t
Y2(pu—ol”)2du < sup V2 / (pu—")2du =0
0 ust Jo
és

o 2
sup| X" — X, (6X)2du — 0

u<t

i
— 0 miatt /‘Xf‘,,") w
0

|Nll’ + ‘Xl(l’”) X’u,



Kunita-Watanabe egyenlétlenség I.

+ X, Yfolyamatok, létezik [X], [Y] és [X,Y]. pl. X, Y'It6 folyamatok.

+ Cauchy-Schwarz alapjan

[SHAX)(AY)i| < /5(AX)2 /5, (AY)?
+ Ha (ti’”)) az (s, t) intervallum végteleniil finomodo felosztasa, (AX); = X, — X,m,
(AY); =Y () Yr , akkor n — oo limesz mellett '

t7,+

1, Y], — (X, V]| < (X, — [X])V2([Y ], — [¥],)1/2

+ A novekményekre felirva

SNAX YD < Y| Dy (a [Y}),}/Qé\/z:( ¢Z )i = ([X]—[X15) YV2([Y )~ [¥],) /2

VI v P = sup 3 I(ARX, YT < (1K) = [XT)Y2(Y )~ [Y],) V2



Kunita-Watanabe egyenlétlenség II.

+ X, Yfolyamatok, létezik [X], [Y] és [X,Y]. pl. X, YIt6 folyamatok.

1%, Y], = (X, Y], < V= VI = sup SI(ALX, V)il < (1], = [X],)Y2([Y ], — [Y],)V2

+ & valdszinliségi valtozo
€1, Y], — [X, V)1 < [l (v = vt < (e2(1X], — [X]a)V2([Y ], — [Y].) V2
s Hao =3 &Ly, 4., max;t; < t, & valoszinliségi valtozo

1/2

/Ot Pud[X,Y],

< [tV < (€, - 1X,)) (M~ 1)

<([ wadmu)wmiﬂ

20



Kunita-Watanabe egyenldtlenség

Tétel
(Q, A, P) valdsziniiségi mezé. X,Y folyamatok, létezik [X], [Y] és [X,Y]. ¢ :[0,00) X 2 — R és

B([0,00)) ® A mérhetd. ERkor
g (X,V] ! V2 i
[eaavin < (["ora.) v

t
< / |ipsdVXY)
JO

Ha j(;t“Ps|st[X’Y] < 00, akkor

/ pdlX, Y,

0

=851, ¢, alakdakra igaz.
- pM-reigaz || < K, p™ — o pontonként. Ekkor ¢-re is igaz.
+ Megmutathaté (m-A-lemma), hogy az el6z6 két pont alapjan minden korlatos mérhetd o-re igaz.

« Monoton konvergenciaval tetszéleges mérhetd ¢-re igaz.

21



[X,Y],haX =1I(p)éspeES

- (™) egyszer(i integrandusokbdl allé (gyorsan) kozelits sorozat ¢-hez.

< X = [(pm), X(") — X egy valészinliséggel lokalisan egyenletesen.

o t \ t
[X(m,y]t:/ ©Md[B,Y], i/ ¢.d[B,Y]
0 0
t t X t t
— (XMY), - / x{May, - / YoplldB, 5 (XY), - / X, Y, — / YupudB,
0 0 0 0
:[va}t

Ugyanis

ot 1/2 e
< (/ (992”)—%)2618) v;/2 =0
JO

22



[X,Y],haX =1I(p)éspe L

+ Létezik 7, lokalizalé megallasi sorozat -hez, azaz 1 . | € S és 7, — 0.
* X = I(‘P]l[o,rn])v

t
[XT”ﬁY]t / @ul(u<r )d[B Y} — (pud[B7Y}
0

p t t
XT" / Xu/\T dY / u@u (u<T, Bu — (XY>t_/ XudYu _/ Yu(pudBu
0 0

= [XvY}t

23



Zarojel kiszamitasara szolgalo formula

Lemma
Ha X, Y'Ito folyamatok és

t t t t
X, = X, + / uXds + / oXdBX, Y,=Y,+ / uYds + / oYdBY
0 0 0

t
[X,Y], :/ oXo¥d[BX,BY],
0

akkor

Kovetkezmény
X, YIt6 folyamatok, ¢ € £(X)

. _ t
[1X(), Y], / pud]X, Y],

2



Zarojel kiszamitasara szolgalo formula

Allitas

X, YIt6 folyamatok, ¢ € £(X)
t

X == 3 5 x
[1X(p), Y], / pad[X, Y],

Kovetkezmény
X, Y'It6 folyamatok, T megalldsi idé. ERkor

[XTv Y]t = [X7Y]t/\7': [XﬂYT]t = [XT,YT}t

+ Emlékeztetd. (X7); = Xyp 1l (70
+ Kezdeti érték nem szamit a zarojelnél.
« X7 — X("]- = XtATi X() = IX<]].[OT]), ezért
t
(X7, Y], = / 1 uerd[X, Y],
Jo
A tobbi kifejezés is erre vezet.

25



Osszefoglalas

+ X It6 folyamat az F filtracidéban, ha X; = X, + fot 1eds + j("f o,dB,, ahol B BM F-ben, 1,0
JF-progressziven mérhetd és fot\lts\ + 02ds < oo m.b. minden ¢-re.

- Ito formula: f: R = R, f € C? X = (X1, ..., X4), X? Itd folyamatok. Ekkor

F(X,) = £(Xo) /f )-dX, + 1 /f”

ahol [X]H7 = [X?, X7).
. HaX‘—X‘—i—f i ds+[ o’ Bi, akkor

t .
X6, X7, = / oiold]Bi, B,
0

26



Uj téma: megallitott o algebra, opcionalis mintavétel



Megallitott martingal

cél:
Tétel (Bizonyitas késébb)
Ha X folytonos trajektdridju martingdl és p megdlldsi id6, akkor X7 is martingdl.

Kovetkezmény
X folytonos trajektoridju lokdlis martingdl, p megdlldsi id6. ERkor X7 is lokdlis martingadl.

Ugyanis (X?)™n = (X7n)~. Mindkettd X, 0 L(par,>0)-

Kovetkezmény
Folytonos trajektdridju lokdlis martingdlok dsszege lokdlis martingdl.

Ugyanis, ha (7,,) j6 megallasi sorozat X-hez, (p,,) Y-hoz, akkor 7,, A p,, j6 X + Y-hoz.

27



Megallitott martingal

Cél:
Tétel (Bizonyitas késébb)
Ha X folytonos trajektdridju martingdl és p megdlldsi id6, akkor X7 is martingdl.

Kovetkezmény
X folytonos trajektéridju lokdlis martingdl, p = inf{t >0 : |X,| > K}. ERkor X? korldtos martingdl.

X7 folytonos trajektoriaju, korlatos lokalis martingal.

Lemma
X folytonos trajektoridju, lokdlis martingdl. Ha X Rorldtos, akkor martingdl.

Dominalt konvergencia tétel feltételes valtozata alapjan

E(X|F ) = E(lim Xy, (s 50| F5) = lim E(Xpnr, Lr, 50| F5) = lim Xonr Lir 0) = X,

28



Megallitott o algebra

Definicio
I filtrdcié, T megalldsi idé J -ben. Jelolés: T o, = o(Uy>0T ;)

F,={AecF :Vt>0,An{r <t} € F;}
F -t megadllitott o-algebrdnak hivjuk.

F . szemléletes jelentése: a 7-ig 0sszegylilt informacio, azon A események dsszessége, melyek
bekovetkezését el lehet donteni, ha a folyamatot 7-ig figyeljiik meg.
Tétel (Bizonyitas nélkiil)

T megadlldsi id6, T' > 0 determinisztikus

F pr=0{X nr : X progressziven mérheté}



