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Nem negativ, folytonos trajektoriaju lokalis martingalok, Emlékeztet6

Lemma
7 >0 egybél induld, folytonos trajektéridju lokdlis martingdl. ERkor Z szupermartingdl.

Tetsz6leges T megdlldsi idére
E(Zinr) < 1

Ok: Fatou lemma.

Lemma

Z > 0 egybdl induld, folytonos trajektéridju lokdlis martingdl. ERkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Z martingal.
2. E(Z;) =1 minden t-re.

3. lim,, . nP(max,«; Z, > n) = 0 minden t-re.

(1) = (2) vilagos.

(2) = (1): s < t-re az el6z6 lemmabol Z, — E(Z,| F) > 0 ami a (2) feltétel szerint nulla varhaté értékd, azaz
Zs=H(Z|7 ).



Nem negativ, folytonos trajektoriaju lokalis martingalok, emlékeztetd

Lemma

Z > 0 egybdl induld, folytonos trajektéridju lokdlis martingdl. ERkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Z martingal.
2. [£(Z;) = 1 minden t-re.

3. lim,,, ., nP(max,; Z,, > n) = 0 minden t-re.

(2) = ©3).

s 7, =inf{t >0 : Z, > n}, 7, — oo egy valdszinliséggel, mert Z folytonos trajektorigja.
+ 7, <t pontosan akkor, ha max, <, Z,, > n, igy nP(max, <, Z, > n) = E(Zyn,, 1ir <p)-

+ Z7Tn korlatos lokalis martingal, vagyis martingal, amibl E(Z,,, ) = E(Z)) =1 és
0=E(Z)— [E(Zmn) =E(Z— Zmr,,b) = [E((Zt - Zt/\T,L)ﬂ(T,,LgL)>‘
Innen
nlP (nulgg( Zy > n) =E(Z1¢r <) =0 han—oo

a dominalt konvergencia tetel miatt, hiszen Z, integralhatd és 1. ;) — 0.



Nem negativ, folytonos trajektoriaju lokalis martingalok Ill.

Lemma
Z > 0 egybdl induld, folytonos trajektéridju lokdlis martingdl. ERkor az aldbbiak ekvivalensek.

1. Z martingdl.
2. [£(Z;) =1 minden t-re.

3. lim,, ., nP(max,-, Z, >n) =0 minden t-re.

B) = @.

« 7, =inf{t >0 : Z, > n}. 7,, <t pontosan akkor, ha max,; Z,, > n.
- (3) szerint
E(Zinr, L(r,<t)) = NP (I{}‘gf Z, > n) -0

+ Z7n korlatos lok. mart., azaz martingal és £(Z;,, ) =E(Zy) =1

E(Z,) —1=E(Z,— ZL/\TT,) = [E(<ZL - ZLATW,)]l(nSt)) = [E(ZL (T <t ) [E(ZLAT,, rﬂgt‘)) —0
a dominalt konvergencia tétel és (3) miatt. igy E(Z;) = 1.



Novikov feltétel

Tétel
Legyen Z = exp{]\/f — %[]m }, ahol M nullabdl induld folytonos trajektoridju lokdlis martingal.
Ha E(exp{ [M],}) < oo minden t-re, akkor Z martingdl.

Megjegyzés. Ha M It6 folyamat és lokalis martingal, akkor Z = exp{M — l[M]} is az.
Ez 4ltalanosabban is igaz, ha M folytonos trajektériaju lokalis martingal, akkor Z = exp{M — %[M]} is az.

+ Z >0, folytonos trajektoriaju lokalis martingal, Z, = 1, igy elég belatni, hogy [£(Z;) = 1 minden t-re.
+ Bizonyitas vazlat. 0 < a < 1-re legyen

Z(a) =exp{aM — 3a*[M]}, azaz Z(a)=Z" exp{%(a —a?)[M]} = Z¢ exp{%a[ﬂﬂ}ka

Belatjuk, hogy Z(a)-ra limn[P(maxuét Z,(a) >n) =0 teljesiil, ebb6l E(Z,(a)) =1 és a Holder
egyenlétlenségbdl

1=E(Z(a)) < E(Z,)* (exp{ [M], }) = E(Z) haa—1

Azaz 1 <[E(Z;) < 1,amibdl Z martingal tulajdonsaga kovetkezik a lemmat felhasznalva.



Holder egyenldtlenség

Allitas
X,Y > 0 valésziniiségi vdltozok, a € [0, 1]. ERkor

E(X*Y'-%) < ()~ (Y)

- exp fliggvény konvex, igy
Xoyl-a —exp{aln X + (1 —a)InY} < aexp{ln X} + (1 —a)exp{lnY} =aX + (1 —a)Y

E(X°Y19) < aE(X) + (1 —a)E(Y)
- X = X/E(X),Y =Y /E(Y)-ra felirva

E (7[Ea()§(a)g::(y> ) <a+tl-a=1 = E(X°V'9) <E(X)E-%(Y)

Szokasos alak p =1/a, ¢ =1/(1 — a) jeloléssel

E()X]|¥]) = E(JX[P*|y9C2)) <EVP(X[P)EY9(1Y%) = | X 1, | Y] 1



+ 0<a<1-relegyen

Z(a) = exp{aM — 1a®[M]}, azaz Z(a)=Z" exp{%(a —a?)[M]} = Z° exp{%a[[\ﬂ}l_a
+ Tmegallasi id6, és A esemény.
E(Zinr(a)Ly) = [E(ZgATexp{ga[M]m}l*“nA> < E9(Zyp,) B (é“Wh fﬂA>
SEe (eémﬂ‘]l)
c7=1,=inf{t : Z,(a) >n}, A= {7, <t} valasztassal
nP(max 2, () 2 n) = E(Zirr, (@)L(r,<0) < E70(exp{3[M],}1(r,<9) =0 han— oo
a dominalt konvergencia tétel miatt:

exp{ 5[M],} az integralhat6 majorans, ez a Novikov feltétel és

s



E(Z:;) =1

+ 0<a<1-relegyen
Z(a) = exp{aM — 1a?[M]}, azaz Z(a)=Z%exp{3(a—a?)[M]} = Z“exp{%a[[\ﬂ}ka

- Lattuk, hogy E(Z;) <1 és a Novikov feltételb6l 0 < a < 1-re E(Z;(a)) =1
+ A Holder egyenlétlenségbdl

1= E(Zia)) < E(Z)E'*(exp{}alM],}) < E(Z)E'*(exp{} (1), })
> 1
E(=e)/e (exp{3[M],})
- Z > 0egybdl induld, folytonos trajektdridju lokalis martingdl, konstans varhaté értékkel. Lattuk, hogy
ekkor Z martingal.

= [E(Z) —1 haa— 1, mertekkor (1 —a)/a— 0.

Megjegyzés. Az is elég lenne, hogy lim,_,;_ [Elfa(exp{%a[]\l]t}) =1,



Kazamaki feltétel

Tétel (Bizonyitas nélkiil)
Legyen Z = exp{M — %[M] }, ahol M nullabdl indulé folytonos trajektéridju lokdlis martingal.

Ha exp{%M} szubmartingdl, akkor Z martingdl.
A gondolatmenet hasonlo.

Z(a) = exp{a]b[ — %aQ[]U]} = exp{aQ(]\J — %[]\[]) +(a— GQ)AI} =7 ez)(p{p%a]\l}lﬂl2

- exp{ 3 M} szubmartingal tulajdonsagabol.

[E(exp{ﬁ]\/fmT}JlA) <E((1 +exp{%]¥/[MT})]lA) <E((1 +exp{%]\/[t})]lA)



Példa, driftes BM eloszlasa Girsanov tétellel

« B Brown mozgas, A € R.
- dQr=exp{ABy— 1 \*T}dP minden T > 0-ra valosziniiségi mérték. Qr siiriségi folyamata

Zy = [E(exp{/\BT— %)\QT} ‘ .3",5) = exp{/\BTM = %)\QT A t}

t

t . t
Z=eM=3M pf, = / 1wer)AdB, B,=B,—[B,M],= B, — / Leer)As = B, — AT At
0 0

- Qralatt B driftes BM
~ ~ e
B, =B, + T ANt=DB, + / L(s<m)Ads
Jo

ahol 53 Brown mozgas () alatt.



Driftes Brown mozgas futé maximumanak eloszlasa

« Xy = B+ At, Si(X) = max,; X,,. Cél S;(X) eloszlasa.
cy>0
P(S(X)r>y) = Q(Sr(B) > y), ahol % _ BT
a

cr=inf{t >0 : B, =y}, Bt = 2B,,.— B,. B a tiikréz6tt Brown mozgas.

Q(Sr(B

)\Brfl/\QT
ST>U

_ eABr—3 22T A(2y—Bp)— 12T
= (1 Broy)€ T )‘HE( (Br>y)© (y=Br)=3 )
Q(

Q(Br>y) +e2MQ(Br < —y)

P(Br+ T >y)+ €2>‘y|P(BT+ AT < —y)
=P(Xr2>y)+ eQM/[P(XT <—y)

« Részletek:

{Sr>y} = {Br>y}U{Br>y}, L<ryBr=1(r<1)(2Brpr — Bp) = Lrer)(2y — Br)



