1. Mérték és integralelmélet



1.1. Mérhetd tér, mérhets leképzések, mérték
1.1.1. Alapfogalmak

Nemiires halmazokbol képezs fliggvények, a nulla eleme a halmazoknak

— Egy «a halmazfiiggvény Monoton, ha A, B C A és A C B akkor a(A) <
< a(B)

— Egy « halmazfiiggvény Additiv, ha diszjunkt A, B C Aahol AUB C A
esetében a(A U B) = a(A) + a(B)

— Egy a halmazfiiggvény o-Additiv, ha paronként diszjunkt Aq, As,... C
C A ahol U2 | Ay, C A esetében a(U2  Ay) = > peq a(Ag)

Algebrai rendszerek:
— Az A rendszer Modulus, ha A, B € A esetén A\B € A
— Az A rendszer Félgyfiri, ha A,B € Aesetétn ANBe A
— Az A rendszer Algebra, ha A € A esetén X\ A € A

— Az A rendszer cAlgebra, ha (), X € A és ha A € A Akkor A® € A és
megszamlalhato A;,... € Ara U2, € A
1.1. Definicié (Mérhets tér).
1.2. Definicié (Mérhets leképzés).

1.4. Definici6é

(
(
1.3. Definicié (Monoton halmazfiiggvény).
(Additiv halmazfiiggvény).
(

1.5. Definicié (o-Additiv halmazfiiggvény).



1.2.

1.3.
1.4.
1.5.

1.6.
1.7.

1.8.
1.9.

Integral, fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok és integ-
raltjaik
Mértékek kiterjesztése

Lebesgue- és Lebesgue-Stieltjes mérték

Riemann- és Riemann-Stieltjes integral, modern kon-
textusban, Mértéktarto leképezések

.....

Abszolut folytonos és szingularis mértékek, Lebesgue-
felbontas, Radon-Nikodym tétel

Meértékek differencialasa

Korlatos valtozasi, abszolut folytonos és szingularis
fliiggvények, felbontasuk, differencialasuk

1.10. Mértékterek szorzata



2. Valoészintiségszamitas



2.1. Valészintiségi mezd, valtozdk, alapvets objektumok. El-
oszlasok, striségfiiggvények, transzformaciok specialis
esetei. Doob-lemma

2.1. Definici6 (Valoszintségi tér). (2, A, P) harmast valoszintségi térnek hiv-
juk. Ezek a kovetkezdek:

(o A P

Elemi események tere Eseménytér Valoszintségi mérték
Fontos, hogy P(2) =1
2.2. Definici6 (Valoszintségi valtozo).

X:Q — (%,B)

mérhetd fv.
2.3. Definicio (Valoszintségi valtozo eloszlasa x-re).
Q.(B)=P(X '(B)), VBB
2.1. Lemma. (X, B, Q,) mértéktér, és valoszinidségi tér is.
Qu(X) = P(X7H(X)) = P() = 1

T6bb valoszintiségi valtozd esetében mértékterek szorzata a valoszintiségi
valtozo.

Vannak (€, A;, P;), i € I valoszintiségi tereink és X; : Q; — (X;, B;) valo-
szintiségi valtozoink. Ekkor a valoszintségi teriink (2, A, P) = X, (€%, A;, P)
ES a (%, B) = Xie[(xia[j’i)

2.2. Lemma.
X mérhet6 < Vi X; mérhetd

2.3. Lemma (Marginalisok). X : Q — X val6szintségi valtozobol indulva X; =
= [[,(X) (csak az ¢ indexet valasztja ki)

X, QZ- — X;
valoszintiségi valtozo lesz, neve marginalis.

2.4. Definici6 (Valoszintiségi valtozo eloszlasa). Valos, R™ -ben.
n =1 esetében:

Qx((—00,t)) = Pz <t) =: F,(t)
Pw: X(w) <t}
—_————

€A

n > 1 esetében:

Q,;((—OO,tl) X ... (—OO,tn)) = P(X1 <ty Xp < tn) =: Pl.(tl, R ,tn)



Tulajdonsagai

-n=1
* monoton névd
* limg o Fr(z) =0
* limy oo Fip(z) =1

* balrol folytonos
-n>1

* monoton névé minden koordinataban

* liInmin(a:i)~>foo FLE(E) =0

° hmmin(xi)%oo Fw(g) =1

* balrol folytonos minden koordinataban

* Va < b € R" (minden koordinataban)
2.5. Definicié (Strtségfiiggvény). X : Q — X, (X,B,u) p: o-véges X a p-re
abszolut folytonos, ha @, << u, ekkor a strtiségfiiggvénye
_AdQs

f o

Tulajdonsagai: f > 0 m.m., [, fdu=1
2.4. Lemma (Doob-lemma). h : X — y és g : ¥ — R mérhets fliggvények, ¢

mérhets o(h)-ra (a legkisebb o-algebra, amire h mérheto)

dl:y — R mérhets, g =1oh

2.2. Fiiggetlenség. Kapcsolat eloszlasssal. Aszimptotikus al-
litasok, Kolmogorov 0-1 torvény, Borel-Cantelli lem-
ma. Konvoltcio

2.6. Definicio (Fiiggetlenség). - A, B € Afggetlen,haP(ANB) = P(A)-P(B)

~ Ai,..., A, € A(egyiittes) fiiggetlenek, ha P(A1NAs ... Ax) =[], P(4;)
minden {ly,...,l;} C 1,n-re

— R, eseményhalmazok rendszere (p € I') fiiggetlenek, ha VA, , A, fiigget-
len, Ay, € Ry, {7n,...,m}CT

- X, : Q= X, v.v. fiiggetlenek, ha P(X,) figgetlenek.

——
Ry

2.5. Tétel. X = (Xy,...,X,),w — R" esetén ekvivalensek:
- Xi,...,X, fliiggetlenek



- Qx:Qam X...Xan
— Fp(t1, ... tn) = Fp (t1) oo - Fy (tn)

2.6. Tétel. X, mint elébb T.f.h, abszolut folytonos R"-en = VX, abszolit
folytonos. Ekkor:

fx(tlv cee 7tn) = f:cl(tl) el fxn(tn)
Megjegyzés: visszafele nem igaz!
2.3. Varhaté érték, magasabb momentumok. Kapcsol6do
egyenl6tlenségek (Jensen és tarsai)

2.4. Valészintiségi valtozék konvergenciaja, 1 valdszintisé-
gi, L,-beli és sztochasztikus konvergencia, kapcsolatuk
és eszkozeik.

2.5. Valészintiségi mértékek gyenge konvergeniaja. Valoszi-
niségi valtozok eloszlasbeli konvergencidja. Karakte-
risztikus fiiggvény

2.6. Nagy szamok gyenge és ersSs torvényei

2.7. Centralis hatareloszlas tétel valtozatai.

2.7. Tétel (Centralis hatareloszlas). Xy, Xo, ... fliggelten azonos eloszlasi va-
l6szintiségi véltozok, E(X) = m, D*(X) =02, S,, := X1 + --- + X,, ekkor:

S, —nm
———— — N(0,1) eloszlasb 1
s (0,1) eloszlasban (1)
——
Zn
Bizonyitds.
px, —m t

2 () = e (——=
=0 = x5 72)
A karakterisztikus fliggvényt a Taylor sorara bontjuk

0?s?

5 +0(s?)

ox,-m(s) = 1+ 0 s—
0 koriil E(p(s)
(O(s?) az s*-nél kisebb nagysagrendi tagok)
2 ¢ 2 t2 o, =2
“Nr'=(1-—+0(=)"—=ez (2)

o’n n 2n n

O



2.8. A feltételes varhatoérték és tulajdonsagai. A feltételes
eloszlas

2.9. Martingalok tulajdonsagai, Doob-felbontasa, kanoni-
kus novekvd folyamata, Megallasi id6

- Fy CF, C... g-algebrak = filtracio

- X1, Xo,... X; F; mérhets, adaptalt sorozat
2.7. Definicié (Martingal). A martingal (X, F;,) sorozat (paros), tulajdonsa-
gai:

— X, adaptalt az F), filtraciora

- |EX3| < o0

— B(Xn|Fp_1) = Xn_1

2.8. Definici6 (Szubmartingal). Martingal tulajdonséagai, kivéve, hogy E(X,,|F,—1) >
Z Xn—l

2.9. Definici6 (Supermartingal). Martingal tulajdonséagai, kivéve, hogy F(X,,|F,—1) <
S anl

2.10. Definici6é (Martingal differencia). d,, = X,, — X1, d1 = X3

2.8. Lemma. Ha dj,do,..., E(d;) = 0,Vi € N filiggelten sorozat, akkor =
martingal differenciak (adott F-el)
Ha d1,da, ... martingél differencidk, Fd? < oo = Fd;d; ; 0
i#j

2.11. Definicié (Megallasi ido).
v:Q — Z1T U {co} valészintiségi valtozo , {v = m} € F,

2.12. Definici6 (Eldrejelezheté folyamat). X1, Xo, ..., X, F,,—1 mérhets (Fy =
={0,Q})
Példa:

Tetsz6leges B halmaz, vg = min{n : X,, € B} elérési id6

X, = KXnaw = Xmin(n,u)

n

2.9. Lemma. (X, F,) (szub)martingal

n?
Xn:dn+dn71++d2+d1
X! =max(z1,...,Tp)

2.10. Lemma. (X,,F,) Martingal, sup,, E(X2) < oo (Ly korlatos) = X,
konvergal Lo-ben és 1 valoszintiséggel.



2.11. Tétel (Doob-egyenl6tlenség). ~ — szubmartingdl o, > 0 = E((X;)?) <
< (GB)P - BE(XE)
— martingal = || X}]|], < #HXan

2.12. Tétel (Doob-felbontés). (X, F,) szubmartingal, eléall X,, = M,, + A,
ahol M,, martingal, A,, elérejelezhets novekvs (m.m) nemnegativ.
An - Anfl = E(Xn - Xn_1 |Fn71)
d
An = ZZ:I E(dk|Fk*1)

My = k=1 (d — E(dy|Fi—1))

Doob martingéal

2.13. Lemma (Négyzetesen integralhatéo martingal kanonikus noévekvs folya-
mata). Nem talaltam

2.14. Tétel (Krickeberg-felbontas). Ha a martingal Ly korlatos = X,, = P, —
— N, két nemnegativ martingal kiilonbségére felbonthato.

2.10. Martingalok konvergencia-tételei. Nagy-eltérés téte-
lek (Bernstein és tarsai)

2.15. Tétel. Ha egy martingal L; korlatos = 1 valdszintiséggel konvergal.
2.13. Definicié (Regularis martingal).
X, = E(X|Fy,)
Akkor a martingél reguléris.
2.16. Lemma. Ekvivalensek (sima martingalra)

— Li-ben konvergens

egyenletesen integralhato
— regularis
2.17. Lemma. p > 1 esetében ekvivalensek:
— Ly-ben korlatos
— Ly-ben konvergens
— reguléris, X € L,
Becslések

2.18. Tétel (Bernstein). (X, F},,) szubmartingal, ¢t > 0 X barmi, ¢ tetszdleges,
ekkor:
P(X: >\ <e ™. B (3)

X, -ig elért maximum



2.19. Tétel (Azuma-Hoeflding).
(X, F,,) martingal, korlatos névekmény: |X,, — X,,—1] < S, m.m, Xo = 0.
Ekkor:

2
P(X, > \) < exp(—r2ss)

A
P(|Xn| > A) <2-exp(—go32732) (4)
Specilis eset, haS,, =1
P(X, > \) < exp(—2)

2.20. Tétel (Talagrand). X;,...X, fiiggelten azonos eloszlasiak [0,1]-en f :
R* — R konvex, Lipsitz (L = 1), ekkor:

2
PG X =y > 3) <4 exp( ) (5)

f medianja

10



3. Statisztika

3.1. Statisztikai mezd, alapfogalmak, Tapasztalati becslé-
sek

3.1. Definicié (Statisztikai mez8). Statisztikai mezén egy (9, .A,P) harmast
értiink, ahol

— ): a kisérlet lehetséges kimeneteleinek, az elemi eseményeinek a halmaza,

— A: az Q részhalmazaibdl allo, a kisérlettel kapcsolatban megfigyelhetd ese-
mények o-algebraja

— P ={Py : ¥ € O} az A-n eértelmezett valosziniségeknek egy csaladja,
melynek elemei koziil keriil ki a véletlent eliré valosziniiség.

Specialis eset: Paraméteres statisztikai mezd

P = {'P@ :0 e 9}
Példaul: © C RP

3.2. Definicié (Mintatér). Az X = R™ halmazt, amelybe a megfigyelhetd mé-
rési eredmények esnek mintatérnek nevezziik, elemei a mintaértékek.

3.3. Definicié (Minta). X : (2,4, P) — (X,B) mérhets fliggvény
P € P mellett eloszlasa, Q = Po X!
Q-kat Osszegytjtve (X,B, Q) statisztikai mezd.
Megjegyzés: Sok esetben X = (Xy,...,X,,) fiiggelten azonos eloszlasu.

3.4. Definicié (Statisztika). X : Q@ — X minta esetén az X mintatéren értel-
mezett T : X — RP fliggvényt statisztikdnak nevezziik.

Példak:
- 7= (Y, X;)/n (mintailtag)

- (X7, X5,...,X}) (rendezett minta)

X — X7 (range)

% (midrange)

tapasztalati median

3.5. Definici6 (Tapasztalati eloszlas). (X,9B)-n tetsz6leges B € B-re
. 1 n 1 n
Qu(B) = 23 w(x) = > on(B)
i=1 i=1

Allitasok:

11



- EQ;(B) = Q(B) fix Q-nal
- Q*(B) = Q(B) 1 valoszintiséggel (NSZET)
- D*(Q:(B)) =1-Q(B) (1 -Q(B)) 1 valoszintiséggel (NSZET)

- Vn-(Qi(B) = Q(B)) = N(0,Q(B) - (1 — Q(B)) eloszlasban (CHT)

3.6. Definicié (Tapasztalati eloszlas fliggvény). (X =R)

n 0, haz<Xy

1
Fi(e) = @u(—o0,2) = = S x(Xi <2) = ¢ £, ha Xf <z < X
=1 1, haX!<uz
Ha ¥ = R* akkor
Fo((21,. . 21)) = @ ((—00, 21) X (—00,22) X ... X (—00,zy))

3.1. Tétel (Glivenko-Cantelli (matematikai statisztika alaptétele)). Xi,..., X,
legyenek FAE valoszintiségi valtozok. A bel6litk, mint mintabol képzett tapasz-
talati eloszlasfliggvények sorozatara igaz, hogy:

P(lim sup |Fy(x) — F(z)| = 0) =1 (6)

3.2. Dominalt statisztikai mezd. Elégséges statisztikak

3.7. Definicié (Dominalt statisztikai mez8). Ju mérték, o-véges,
P<<pu, YPEP
P— f= % lesz egy paraméteres/nem paraméteres striiségfliggvény csalad

3.8. Definicié (Ekvivalens mértékek). Két mérték P,Q, P ~ @ (ekvivalens),
ha P << @ és P >> Q.

Azaz VB mérhet$ halmazra P(B) =0 <= Q(B) =0

Meérték osztalyra P ~ Q, ha VB mérhet6 halmazra:

VPeP: PB)=0<«<=Q(B)=0, VQeQ
3.2. Tétel (Halmos-Savage). P mértékosztaly, ekvivalensek az alabbiak:
— P dominalt
— van P’ C P, hogy P’ megszamlalhato és P’ ~ P

— a dominal6 p kikeverheté P-bol: p= > .0 a; P,
ahol: ; >0, Y0 a;=1, PP

12



3.9. Definici6 (Elégséges statisztika). T statisztika elégséges, ha:
Py(X € B|T) fiiggelten ¥-tol
Példa:
T=(Xf,...,X}), T:R"-R"=X:X* + sorrend
Py(X|T) ="I1-T” (Permutaciok (sorrend), ¥ mindegy) = T elégséges

3.3. Tétel (Neyman-Fisher faktorizacio). Py eloszlas, fy fliggvények, T sta-
tisztika
Ekvivalens:

— T elégséges
— Ju keverék P-bédl (u = > «; P;) amire nézve fy(x) = go(T(X))

— Tetszoleges A dominélo mértékre fy(z) = h(z) - g9(T(X))
(h(x) 9-t6l nem fiigg, csak z-t8l, ¥-t0l fliggs rész csak a statisztikan ke-
resztiil fiigg)

Példa: Poisson (\) dominalva Z-n szamlalo, A € RT, n elemi minta

—>\)\X1 _A)\Xn
Hl( X, ., X)) =e X c...e X1~
X
— e AT, A = 1 PRI D, SN
[ X! 6o X!
—_— =X
h(X)

= X; Elégséges (7
(NfF); gséges  (7)

3.4. Tétel (Hanyados kritérium). (u x p dominalé mérték)

fo(z)

fuggetlen 9-t6l (8
Foly) TE8 ®)

S elégséges <= m.m (z,y) € X% S(z) = S(y) =

(1 x p dominald mérték)

fo(z)
fo(y)

S minimalis elégséges <= m.m (z,y) € X2 S(z) = S(y) <= fiiggetlen ¥-t6l

(9)

3.3. Fisher-informaci6 és regularitasi feltételek
3.3.1. Fisher-informacio

Keérdés: X < 9 becslés mennyire lesz pontos, mekkora hibara szamithatunk?
Dominalt paraméteres mezs, van {fy : ¥ € O} siirtiségfiiggvény csalad

13



3.10. Definici6 (Likelihood, log-likelihood fiiggvények). Fix X-re
9 = fo(x) likelihood fiiggvény (L(x))
¥ — log fo(x) log-likelihood fliggvény (I(z))
Ezek nem strtiségfiiggvények, = nem fut, hanem 9!

3.11. Definicié (Fisher-informacio).

Hﬁ%=EMMMMTMWD=iL5ﬂ&ﬁMu=4lLMv7ﬁﬂVVvaﬂﬂwum)

(11)
A Fisher-informacio.
Itt: o : % derivalas, 0l(p) : 1 x p-es, Tth. © C RP
FEy : Py szerint valasztjuk x-et

Tuladjonsagai:
n— ,U/, fﬂ — f19 :

dominal6é mértéktsl nem fiigg: log fy — log fy + log ;ﬁ, = Jlog fy — dlog fy
I(9) pozitiv szemidefinit (PSD)

APSDVx 2zTAz >0
B>C, ha B—C PSD

3.3.2. Regularitasi feltételek

3.12. Definici6 (Regularitési tételek).
Gyenge (R)

— pmam ¥ — /fg(z) folytonosan derivalhato
— I(¥) véges, v-folytonos, nem szingularis
Erés (RR) el6zdken feliil
— pm.m [(9) 2x folytonosan derivalhato
BB < M <> sup, [20L(9)]| < M(z),  supy EyM2(z) < oo

3.5. Lemma (RR). Erdsen regularis, ha:

[ 8 to(a)duta) =0
x

(és) vagy
1(9) = —Ey(6°1(9))

14



3.6. Lemma (R). Gyengén regularis T statisztika, X — R*, lokalis korlatos
az Ey||T(2)||?, g(¥) = Ey(T(x)) = g folytonosan differencialhaté 6g(v9) =
— By(T(2)6l.(9))

90) = [ 7(@)f0(w)du(a) =

S9(0) = [ T(@)- £'9() d(a)
ol-fo

3.7. Tétel (Fiiggetlenek informacioja osszeadodik). x € X,y € 9 fliggetlenek
f9, g9 x és y striségfiggvényei
(x,y) az X x P-on p X v dominalja hy = fy - gy strtiségfiiggvény és

Ita ) (9) = T2y (9) + Ly (9)
(ahol z,y-ra (R), ekkor (z,y)-ra is)
3.8. Lemma. (Statisztikabol 1) statisztika készitésével nem nyertink informé-
ciot)
S statisztika X — Q) (ugyanugy (Y, P,Q,) statisztikai mez6, (R)-t Y,S-re fel-

tessziik)
Ekkor: I,(9) > I(9)

3.9. Lemma. S elégséges, (R) X-re, ekkor:

(R) S-re is kovetkezik.

3.10. Lemma (S elégségesség). S statisztika, minden Py ekvivalens

Ha V9 € ©, I,(¥)=1I1(9) = S elégséges (13)

3.4. Tobbdimenziés normalis eloszlas

3.11. Lemma. Xi,...,X, fiiggetlen (skalar) standard normalis eloszlasok.
X =(Xy,...,X,) n-dimenzi6s standard normalis eloszlast

Ha A CR™™* g€ RF-raY = AX + a k-dimenziés normalis eloszlast.
Stirtiségfiiggvénye:

) = (2m) 2 det(B) 2 oxp (50 W TE - m)) (1)

Az eloszlas gémbszimmetrikus

3.12. Tétel (Allitasok t&bb dimenziés norm. elo-rél.).
- Ey=n?777

15



- L= AAT

— T6bb dimenzioés normalis eloszlas egy kisebb dimenzids része is normalis
eloszlasu

3.13. Tétel. Allitas: Minden n € R™, ¥ € Rk x k PSD-re
Van olyan normélis Y, hogy EY =m, Yy =X, N(m, ¥)

3.14. Tétel. Allitas: Y normalis, Y7, Ys fiiggetlenek <— cov(Yy,Ys) = 0 = Y12
3.15. Tétel.
Y ~ N(m,¥), AY + n, BY + b fiiggetlen < ALB" =0
3.16. Tétel. ¥ nem szingularis, Y normalis eloszlasa, ekkor
Y5, Y, — 21,222_,%1/2 fliggetlenek
(~ orthogonalizaljuk a két valvaltozot)

3.17. Tétel. Y normélis, ekkor P(Y1]Y2) ~ N (mq)2, ¥1)2)
Ahol:

mij2 =My + 21,2E£§(§/2 —my)

SVTEED REEED Y s

3.5. Becslések elmélete. Blackwellizalas
3.5.1. Becslések elmélete

3.13. Definicié (Becslés).

g : © — y a paraméteres mez$ paraméterfiiggvénye (mérhets)
T:X =Y g(¥)-t a T(X)-el becsiiljitk

Példa: g(9) =

3.14. Definicié (Torzitatlan becslés). z =RF g: © — R¥ T : X — RF
T torzitatlan becslése a g-nek, ha Ey(T(X)) = g(9),Vd € ©

Ellenkez§ esetben a torzitas by (9) = Ey(T(X)) — g(¢)

3.15. Definicié (Veszteségfiiggvény).

W:RFxO =R
W :RF x © — RFXF

(W(T(X), ) mennyire torz)
Tulajdonsagai:

— W >0 (skalar/PSD)
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— Konvex elsg valtozojaban (— ha 2x akkorat hibazom, legalabb 2x akkora
legyen a veszteség is)

- 0=W(g(¥),9)

Specialis esetei:

~ W(T(X),9) = W(T(X) — g(9)) (1 valtozos esetben)

~ Wi(v) = vT € Rkxk

— Wa(v) =viv=|p||3 =Tr(Wi(v)) €R
3.16. Definici6 (Rizikofiiggvény). T rizikofiiggvénye:

Ry (9) = Ey(W(T(X)), 0) (16)

(A veszteségfliggvény varhato értéke)
Becslések 6sszehasonlitésa

3.17. Definici6 (Ekvivalens becslések). Ha T4, Ty -re Ry, = Ry, akkor T1 ~ Th
(ekvivalens becslések)

3.18. Definicié (Jobb becslés). Ha Ty, T» becslések és V9 € ©-ra Ry, > R,
akkor T jobb, mint T5

3.19. Definicié (Megengedhetd, optimaélis, hatasos és minimax becslés).
D becslések egy csaladja

— T € D megengedhetd, ha nincs nala jobb nem ekvivalens

T € D optimélis, ha legjobb, mindegyikkel 6sszehasonlithaté, és jobb
— T € D minimax, ha supy Rp(¥)-t minimalizalja D-n
— D torzitatlan Wi-re, akkor hatasos

3.18. Tétel. Optimalis T' = megengedhets és minimax

3.19. Tétel.
Wi-re Ry(¥) = Ey([T(X) = g()][T(X) = g()]") = ¥ (9) + br(9) - br(9)"

3.20. Tétel. — D konvex (halmaz)

— W szigorian konvex (1 valtozoban) =
d optimaélis becslés, P m.m. egyértelmi
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3.5.2. Blackwellizalas

3.20. Definicio (Konzisztens és erésen konzisztens). T, : X" — R n elemd
becsléssorozat

— T,, konzisztens, ha T,,((X1,...,X,)) — g(9) sztochasztikusan (V9 € ©)

— T,, er6sen konzisztens, ha T,((X1,...,X,)) — ¢(9) 1 valoszintséggel
(V9 € ©)

3.21. Tétel (Blackwell-Rao). T statisztika, g(1J) becslése, S elégséges.
Legyen T = Ey(T|S) = E(T|S) (elégségesség miatt)
Ekkor: by (¥) = b7(9), R#(0) < Rp(V)

Példa: Poisson ()), T'(X) = X1, g(A) = A
S(X)=YX;,>T=X

3.21. Definicié (Teljes statisztika). T statisztika teljes, ha Vo fliggvényre, ami-
re V9-ra Ey(p(T)) = 0, azokra ¢(T') = 0 P-m.m.

3.22. Tétel. Ha T teljes, akkor egyetlen torzitatlan becslése lehet T fiiggvé-
nyeként g-nek

3.23. Tétel. Teljes, elégséges = minimalis elégséges

Kombinalva:
T tetszéleges torzitatlan, S teljes elégséges

- Ry < Rp
— Minden T-re megy
— T, T-t6] fiiggetlen

Ha fennallnak, akkor T optimalis becslés a torzitatlanok kozott.

3.6. Informacios hatar. Momentum modszer és maximum
likelihood moédszer

3.6.1. Informacioés hatar

3.24. Tétel (Cramer-Rao). Legyen (X1, Xa,...,X,) egy go(z), ¥ € O stirtiség-
fliggvényti eloszlasbol szarmazo minta. Tegyiik fel, hogy a minta FAE és véges
a Fisher-Informaécioja.

Legyen T(X) statisztika torzitatlan becslése a 9 paramérternek, és legyen
G:=dg cR*P, O cRP

Ekkor

Yr(¥) = G) - 10)"! -GW)" (17)
Fisher-inf.

Specialis g(¥) = ¢ esetben
Lr@) > 1(0)7" (18)
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3.25. Tétel (Cramer-Rao, Torzitott). Feltételek, mint Cramer-Rao, de T' nem
torzitatlan. Mivel g folytonosan differencialhato Wi-re nézve, ezért by (¢9) is dif-
ferencialhato, jelolje B := dbp

Ekkor

Re(9) > (GO9) + BW)) - 1(9) ™" - (G(9) + BW)" +br(9) - br(9)"  (19)

3.7. Hipotézisvizsgalat alapjai. A likelihood-hanyados pro6-
ba egyszeri hipotéziseknél

3.8. A normalis eloszlas paramétereire vonatkozé probak
attekintése. Linearis modell paraméterbecslése

3.8.1. Hipotézisvizsgalathoz sziikséges eloszlasok

3.22. Definicié (x? eloszlas). X ~ N(0,1,) n-dimenziés standard normalis
eloszlas, ekkor Y = ||X||3 eloszlasa n-szabadsagfokti x? eloszlas.
(n darab standard normalis eloszlas négyzeteinek Gsszege)

3.23. Definicié (t-eloszlas). Y ~ x2, X ~ N(0,1), fiiggetlenek. Ekkor Z =

X . . . .
= eloszléasa t,,, azaz n szabadsagfoku t-eloszlés.
Y/ 8

n

3.26. Tétel (Cauchy eloszlas). t; = %, azaz az 1 szabadsagfoku t-eloszlast

Cauchy eloszlasnak is hivjuk, strtiségfiiggvénye: f(z) = m

3.27. Tétel (t-eloszlas és std. normalis eloszlas kapcsolata). t,,n — oo
N(0,1)-hez tart.

3.24. Definicié (F-eloszlés). Y, ~ x2, Y, ~ x3,, Z = ((11/72;1{:1 eloszlast

F,, m-el jeloljiik, neve F-eloszlas.
3.28. Tétel (F-eloszlassal kapesolatos Osszefiiggések).
Fn,m = 1/Fm,n

Py =12,

fix n mellett, F,, ,, — X%

m—r oo

3.29. Tétel (Fisher-Bartlett). (X1,...,X,) ~ N (u,0?) fiiggetlen, ebbsl becs-
lunk (z, S})-ot.
Ekkor:

— Ez elégséges statisztika (parban)

— Fiiggelten a ketts, T ~ N (u, 02 /n), Si? ~ %X%q

n
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3.8.2. Hipotéziscsaladok
Varhato értékre
— Ismert szoras?

¢ Igen — u (vagy z)
* Nem — t

— Egyezés, vagy egyenlGtlenség

* Egyezés — kétiranya
* Egyenl6tlenség — egyiranyt

— Mihez hasonlitunk:

* Referencidhoz — egymintés

* Masik mintdhoz — kétmintas

Példa:
u, kétmintas, egyoldali
MO PR 1) NN(Nlao—%)
Y155 Ym ~ N(p2, 03)
u= \/ﬁ ~N(0,1), ha pu; = p2
Szorasra (F variansai) Példa
F proba, 2 minta, 2 oldali
T1ye-eyTn NN(NMJ%)
Y, s Ym NN(/JQvU%)
HO . 01 =02

Hy: o01#09
S*Q
F= Sr:;L2 ~ I'n—1,m-1 ha o1 = o9
Xp={F < Fo_1m-1(1 —a/2) vagy F > Fp,_1 _1(a/2)}
1

F > Fm—l,n—l(a/Q)

3.9. \? probak illeszkedésvizsgalata és kévetkezményeik. Foly-
tonos illeszkedésvizsgalat
"Valami kategorizalas/hanyan vannak teszt"

3.30. Tétel. Aq,..., A, teljes eseményrendszer, P(A;) = P;, mintaban A; n;-
szer teljesiilt. >, n; = n Ekkor:

m L 2
V2= Z W = x2,_, eloszlasban (20)
i=1 ’
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