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1. tétel - f : R — R hatarértéke, folytonossaga,
derivalhatosaga ry pontban

1.1. Hatarérték

f : R — R fluggvényekkel foglalkozva, g € R U {—00, 00}, ehhez van egy olyan
x, sorozat az f értelmezési tartomanybol, hogy x,, # zg és x, — xg

1. Definici6. f hatdrértéke xg pontban A, (A € RU {—o00,00})

lim f(z)=A4

Tr—xo

ha az értelmezési tartomdnybol vett barmely x, — xo sorozatra, amelyre x,, #*

= Zo, f(xn) - A

Akkor van az adott f-nek zg-ban hatarértéke, ha a jobb és baloldali hatéar-
értékek megegyeznek
1.1.1. Rendér-elv

1. Tétel. Legyenek f,g,h olyan fiigguények, amelyekre minden x mellett

f(@) < g(x) < h(x)

tovabbd limy_, 5, f(z) = lim,_,, h(x) = A Akkor a g figgvénynek is létezik
hatdrértéke xo helyen és az
lim g(x)=A

Tr—x0

1.1.2. Egyoldali hatarérték

2. Definicio. f fligguénynek xo helyen létezik jobb oldali hatdrértéke, és ez A,

lim f(z)=A

T—xo+

ha az értelmezési tartomdnybdl vdlasztott bdrmely x, — xg, T, > To Sorozatra
f(z,) = A (bal oldali hatdrérték analdg)

1.2. Folytonossag
3. Definicio. f figgvény xo-ban folytonos, ha

lim f(z) = f(w0)
Ha f az értelmezési tartomdny valamely xo pontjaban nem folytonos, azt mond-
Juk ott szakaddsa van. (Csak az értelemzési tartomdnyon belil! Pl1/x x = 0-ban
nem szakadds, mivel ott nem értelmezziik.)



1.2.1. Folytonos fv. tulajdonsagai

2. Tétel. Bolzano-tétel
Legyen f figguény folytonos [a,b] intervallumon, és tegyiik fel, hogy f(a), f(b)
ellenkezd eldjeliek.

Ebben az esetben van egy olyan a < ¢ < b hely, amelyre f(c) =0

(indoklds intervallum felezéses)

3. Tétel. Weierstrass-tétel
Legyen f folytonos figguény [a,b] intervallumon, akkor ezen az intervallumon
felveszi mazimumadt, és minimumdt.

1.3. Derivalt, derivalhatosag

4. Definicié. f differencidlhaté az xg pontban, ha létezik és véges az aldbbi

hatarérték
lim f(wo+h) — f(xo)
h—0 h

Ezt a hatdrértéket f derivdltidnak nevezzik xo pontban, jelolése f'(xq)
Az [ fliggvényt differencidlhatonak nevezzik egy intervallumban, ha annak
minden belsd pontjdban differencidlhato.

1. Allitas. Ha f differencidlhatd az x pontban, akkor ott folytonos is.

Bizonyitds.

Csak akkor lehetséges, ha lim,, o, f(z + hy) — f(x) = 0, azaz lim, . f(x +
+ hy) = f(x) Amely épp azt jelenti, hogy f folytonos  pontban.
O

FONTOS! A forditottja dltaldban nem igaz.



2. tétel - f : R — R derivalhaté fiiggvény meneté-
nek vizsgalata

2.1. SzélsGértékek

5. Definicio. f: R — R fu. globdlis minimumbhelye xq, ha f(xg) < f(x) minden
x,x # xo-ra az értelmezési tartomdnyban

f R =R fu. lokdlis minimumbhelye xq, ha létezik olyan € > 0 szdm, amelyre
f(zo) < f(x) igaz minden olyan x pontra mely 0 < |xg — x| <€

Ha szigori minimumhely, akkor < < helyett.

Globdlis minimumbhely egyben lokdlis minimumbhely is, forditva nem feltétlen.

4. Tétel. f egy intervallumon értelmezett xo-ban differencidlhato figgvény. Ha
f lokdlis minimumhelye xo akkor f'(xg) = 0.
Ez a szélséérték szikséges feltétele.

5. Tétel. Lagrange-féle kizépérték-tétel
Legyen f folytonos az [a,b] véges, zdrt intervallumon és differencidlhats az in-
tervallum belsejében. Akkor taldlhaté olyan & € (a,b) pont, amelyre

2.1.1. L’Hopital szabaly

Legyen f, g differencialhato, f', g’ folytonos xy egy kornyezetében. Tegyiik fel,
hogy f(zo) = g(x0) = 0 és az
lim 7f(x)
w0 g(z)
hatarértéket szeretnénk meghatérozni.
A Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint

fwo) _ TEER

glao) ~ da=sla) = g(y)

r—xo

Itt &, n = és x¢ kozOtti pontok, azonban © — xg miatt, £ — x9,n — o
Igy (ez a L’Hopital szabaly)

lim S =
w0 g(z) | oo /()

flz) . (=)
g

2.1.2. Széls6érték masodrendii derivalttal

6. Tétel. Legyen f differencidlhato valamely intervallumban, és tegyik fel, hogy
az intervallum valamely xo pontjiban f kétszer differencidlhaté. Ha f'(xg) =0
és ' (xo) > 0, akkor g lokdlis minimumbhely.



2.2. Monotonitas

6. Definicié. f figgvény egy intervallumon akkor monoton névd, ha az inter-
vallum bdarmely két x1 < xo pontjdara f(x1) < f(x2)

(Monoton csékkend/fogyd a forditottja, szigori ha egyenldtlenség szigori for-
mdban teljestil)

7. Tétel. f folytonos az [a,b] véges, zdrt intervallumon és differencidlhato az
intervallum belsejében. Ha minden belsé pontban f'(x) > 0, akkor f az [a,b]
intervallumon szigordan monoton névd.

8. Tétel. f folytonos az [a,b] véges, zdrt intervallumon és differencidlhatd az
intervallum belsejében. f fiigguény akkor és csak akkor monoton névd az inter-
vallumon, ha az intervallum minden belsd pontjdban f'(x) > 0.

2.3. Inflexi6és pontok

7. Definicio. f folytonos, kétszer differencidlhato fligguénynek azokat az x; pont-
jait hivjuk inflexids pontnak, amelyek

f(x)=0, i=1,...,n

Ezeken a pontokon valt(hat) konvexrdl konkavva a fliggvény.

2.4. Konvex és konkavitas

8. Definicio. f figgvényt konvexnek nevezzik, ha [a,b] intervallumon, tetszdle-
ges x1,xo pontokra és birmely 0 < o < 1 valds szdmra

flazy + (1 = a)zz) < af(rr) + (1 — a)f(x2)

9. Tétel. f folytonos, kétszer differencidlhato adott intervallumon. Annak sziik-
séges €s elégséges feltétele, hogy f konvexr az intervallumon :

f'(x) >0
az intervallum minden belsd pontjdban

Avagy, konvex fliggvény esetében az érinté meredeksége monoton néve.

2.5. (xg, f(z9)) pontba htuzott érinté egyenes

f figgvény grafikonjahoz az xo pontban huzunk érint6t. Ennek az egyenesnek
a meredeksége f’(z¢) lesz. Erint6 egyenlete a kovetkezd:

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

(x — x) eltolja az egyenest, hogy a 0 értéket zo-ban vegye fel, majd eltoljuk
f(zo)-al, hogy érinté legyen.



3. tétel - Vektortér, altér fogalma, linearis fiigget-
lenség, rang, dimenzid, bazis

3.1. R™ Vektortér

Rt=<ax=1|...:21,...,2, €ER
Ln

A halmaz elemeit vektoroknak, komponenseit koordindtanak nevezziik.
Vektorokra értelmezett az 6sszeadas, skalaris szorzat, ezekkel a miiveletekkel
egyiitt vektortérnek nevezziik.
A linearis kombinacié k darab vektor tetszGleges skaldrokkal szorzata, majd
Osszege. Pl: ayx1 4+ asxo
3.2. Altér
9. Definici6é. Az R™ vektortér eqy M részhalmazdt altérnek nevezzik, ha
— bdrmely x,y € M esetén x +y € M
— bdrmely x € M, o € R esetén ax € M

Definicié miatt minden altér tartalmazza a nullvektort. Legsziikebb altér a
{0}, legnagyobb az egész vektortér.

M altér vektorainak barmely linearis kombinacioja is € M

P1: R™-ben origon atmend sikok, egyenesek

10. Tétel. Alterek metszete is altér

Bizonyitds. Legyenek L és M alterek, ha x,y € L N M, akkor x +y € Lés
x +y € M, mert mindketten alterek, tehat x +y € LU M
Ehhez hasonléan skalar szorzasra is. O

3.2.1. Generalt altér
10. Definicié. Az aq,...,ax vektorokat tartalmazo legszikebb alteret
lin{ay,...,ar}

jeloljiik, ezt az ezen vektorokat tartalmazo dsszes altér metszeteként értelmezziik,
az adott vektorok dltal generdlt altérnek nevezzik.

11. Tétel. Az aq,...,ax vektorok dltal generdlt altér ezen vektorok dsszes line-
aris kombindcioinak halmaza, ahol aq, ..., € R

a1ay + -+ arag



3.3. Linearis fiiggetlenség

11. Definici6é. Az R"™ vektortér aq, ..., ar vektorait linedrisan fiiggetlennek
nevezzik, ha valamely aq,...,ax skaldrokra
oae + - Fopar=0—a1=---=a=0

(A wvektorok linedris kombindcidja csak gy 0, ha minden egyiitthats 0)
Ellenkezd esetben a vektorokat linedrisan Osszefiliggének nevezziik.

12. Tétel. Az aq,...,ar vektorok akkor és csak akkor linedrisan dsszefliggdek,
ha valamelyik kifejezhetd a tobbi linedris kombindcidjaként.

Bizonyitds. Ha valamelyik vektor kifejezhets a tobbi vektor linearis kombinaci-
ojaként (pl aq) akkor
a1 = QA + -+ - + apag

Atrendezve
—a; +agaz +---+orap =0

O

13. Tétel. — Ha a vektorok linedrisan fiiggetlenek, akkor bdarmely részhal-
mazuk is az

- Ha a vektorok kézétt szerepel a 0, akkor linedrisan dsszefliggdk
- Ha a vektorok kézétt szerepel két azonos, akkor linedrisan dsszefliggdk
— Ha a vektorok linedrisan 0sszefiiggdk, akkor barmilyen vektorral bévitve is

osszefliggdk

3.4. Generatorrendszer

12. Definici6é. Az R™ wvektortérben az aq,...,ax vektorrendszert generdtor-
rendszernek nevezzik, ha

lin{ay,...,ap} =R"

Azaz a tér minden vektora elddll az adott vektorok linedris kombindcidjaként.
(hasonld altér generdtorrendszerrel, csak ott egy altéren belili vektorkkal ge-
nerdlunk az altéren beliil)

3.5. Bazis

13. Definici6é. Az R™ vektortérben az aq,...,a; vektorrendszert bdazisnak ne-
vezziik, ha

— linedrisan fiiggetlen rendszer, és

— generdtorrendszer



(altér bdzisa analdg)
Tulajdonséagai:
— Egy bazis a maximalis elemszamu linearisan fiiggetlen rendszer
— Egy bézis minimalis elemszami generatorrendszer
— Egy vektortérben minden bazis azonos elemszamu

— Egy vektortérben barmely vektor egyértelmien irhato fel a bazisvektorok
linearis kombinaciojaként

14. Definicié. Az R™ vektortérben az ey, ..., e vektorrendszert standard bd-
zisnak nevezzik.
1 0
0 0
€L =1.1, ceey € =
0 1

3.6. Dimenzio

15. Definicié. Egy vektortér vagy altér dimenzidgjin a benne taldlhato maxi-
mdlis linedrisan figgetlen rendszer (azaz bdzis) elemszamdt értjiik.

3.7. Rang

16. Definicio. Valamely aq,...,a; vektorok dltal generdlt altér dimenzidjdt a
vektorrendszer rangjanak is nevezzik.

rank{ay,...,ap} = dim lin{ay,...,ax}

3.8. Matrix rangja, szabadsagfoka

17. Definicio. Tekintsink eqgy A : R™ — R™ linedris leképezést. Az A érték-
készletét
imA = {y € R™ : van olyanx € R", hogyy = Ax

az A képterének, mig a
kerA={zeR": Az =0
halmazt az A magterének nevezziik, ezek mind alterek az R™ és R™ alterekben.
18. Definicié. Az A m X n mdtriz rangjdn o képtér dimenzidjdat értjik
rangA = dim imA
Az A m x n mdtriz szabadsdgfokdn a magtér dimenzidjdt értjik
degA = dim kerA
14. Tétel. Bdrmely A R™-en értelmezett linedris leképzésre

rankA + degA = n



4. tétel - Linearis egyenletrendszer megoldasa

4.1. Homogén linearis egyenletrendszer
a11x1 + -+ a1px, =0
(1)
Am1T1+ -+ amnTy =0
Formajua egyenletrendszer, Va;; € R, n oszlopa, m sora van A métrixnak, z € R"

Ax =0 (2)

Forméban irhato le egyszertibben. © = 0 minden esetben megoldas, ker A (A
méatrix magtere) altér a megoldasainak halmaza.
Emlékeztets (A magtere):

kerA=xeR": Az =0 (3)

Ugyhogy definicié miatt igaz, hogy ker A altér az egyenlSség megoldasainak
halmaza.
Megoldasuk ugyanaz, mint az inhomogén LE-k, iigyhogy ott irok majd pél-
dat.
4.2. Inhomogén linearis egyenletrendszer
Az =1b (4)
Formaju egyenletrendszer, A matrix m x n, x € R, b € (R™\ 0)

15. Tétel. Az egyenletrendszer csak akkor megoldhatd, ha b € im A (b vektor
eldallithato A oszlopainak linedris kombindcidjaként)
A megoldds csak akkor egyértelmd, ha A oszlopai linedrisan figgetlenek.

Bizonyitds. Ha lenne két egymastol kiillonb6z6 megoldas (z,y), akkor:
Alx—y)=Ax—Ay=b-0b=0
O

Bizonyitas alapjan nincs két ilyen kiilonb6z6 megoldés, mivel kiilonbségiik 0
(z=y)



5. tétel - Kvadratikus matrix inverze, sajatérték,
sajatvektor

5.1. Inverz matrix
E vagy I az egységmétrix (minden eleme 0, kivéve diag, mert az 1-esek, n x n)
19. Definicié. A négyzetes mdtriz inverze A=1, ha
A-AT =1

16. Tétel. Egy n x n mdtrizra ekvivalensek a kivetkezdek

1. A invertdlhato
2. A oszlopai linedrisan fliggetlenek
8. ker A =0
4. im A = R"
5. rank A = n
6. deg A =0

7. det(A) #0
17. Tétel. Ha n x n A mdtriz invertdlhato, akkor

Ax =10

egyenletrendszer egyértelmiden megoldhatd, a megoldds

r=A"1b

5.2. Inverz kiszamitasa

Tankonyvbdl masolt példa, lehet elemi bazistranszforméacioval, Gauss-eliminécidval
és determinéns segitségével, Gauss-t irom le.

Gauss eliminacionél addig vonogatjuk ki egymésbol a sorokat, ameddig ki
nem jon az amit akarunk (invertalasnal az, hogy helyet cseréljen I)

111
A=10 1 1
1 01
Felirjuk egymés mellé A-t és I-t
1 1 1j(1 0 O
0 1 110 1 0
1 0 1{j0 0 1



Harmadik sorbél kivonjuk az elsét
1
1

1 {1 0 0
0 14110 1 0
0 -1 0/|-1 0 1

Maésodik sort hozzaadjuk a harmadikhoz

O O =

1
1
0

—

1 0 0
0 1 0
-1 1 1

Harmadikat kivonjuk az elsé és masodikbol

11 0|2 -1 -1
0 1 0|1 0o -1
0 0 1/|—-1 1 1
Maésodikat kivonjuk az els6bél
1 0 01 -1 0
0 1 0|1 0o -1
0 0 1/|—-1 1 1
Sikeresen invertéaltunk,
1 -1 0
A'=11 0 -1
-1 1 1

Ha akarjuk le lehet ellenérizni A - A~' = I-nek kell kijonnie
Invertalhaté matrixok szorzata is invertalhato
5.3. Sajatérték, sajatvektor

20. Definicié. A:R™ = R™ (A, xn).
A A sajatértéke, ha van olyan v # 0 vektor, amelyre

Av =
Ebben az esetben v vektort a A\ sajdtértékhez tartozo sajdtvektornak nevezzik
A sajatvektorok sosem egyértelmiiek, o # 0 skalarszorosuk is sajatvektor
A(av) = adv = a - v = Aawv)

5.3.1. Sajatérték kiszamolasa

Definici6é szerint
Av =X v = Av

10



Ebbsl
(A= ADv =0

Ez alapjan tobbféleképp is kiszamolhatjuk, kis méatrixokra a determinéns mod-
szert szeretem. Példa 2 x 2 matrixra

2 1

A=l
2-1 1
A_M:’1 ZA‘

Itt A akkor A sajat értéke, ha A — Al determinénsa 0, azaz
det(A—=M)=(2-))?*-12=0
(2-AN2—12=4-4A+ X -1=X—-4)1+3=0
Ez masodfoka megoldé képlettel megoldhato, A\ = 1, o =3
5.3.2. Sajatvektor kiszamolasa
El6z6 példat folytatva A; sajatvektora
(A-=XHv=0

M-t ismerjiik, egy egyenletrendszert kell megoldanunk.

27)\1 1 a| 0
1 2—MA1[[b] |0
A1-et behelyettesitve
1 1jfal |0
1 1f(b| |0
a+b |0
a+b |0

A sajatvektoros feladatoknél a matrix mindig szingularis, igy az egyenletrend-
szernek nem egy megoldasa lesz. Esetiinkben a +b =0 — a = —b, ha a = 1-et
fixaljuk, akkor sajatvektorunk
1
A

Masik sajatérték sajatvektorat is ugyanigy kapjuk meg.
18. Tétel. A akkor és csak akkor invertalhatd, ha X = 0 nem sajdatérték

19. Tétel. Kiilonbozd sajdtértékekhez tartozo nem nulla sajdtvektorok linedrisan
fiiggetlenek

11



6. tétel - Kvadratikus alak definitsége

6.1. Kvadratikus alak
21. Definicié. @ : R™ — R fiiggvényt kvadratikus alaknak nevezzik, ha

Qx) =Q(x1,...,2,) = allfL'% + arpx122 + -0 - + annx%

(Minden tag tisztdn mdsodfoki)
Mds formdban felirva

Q(z) = (z, Ax)

(x és Ax vektorok skaldris szorzata)

Egy bizonyos kvadratikus alaknak tobb maéatrix reprezentacidja is van, pél-
daul
Q(x) = 327 + 4x179 — 523
esetében
3 4

A4=15 5

732’3 2‘

2 =5

Matrixok is teljesitik a definiciét, emiatt a kvadratikus alak megadaséara a szim-
metrikus (A = AT) matrixot hasznaljuk, ezt ha akarjuk barmelyik kvadratikus
alak matrixabol ki tudjuk szémolni B = (A + AT) képlettel

6.2. Kvadratikus alak definitsége
22. Definici6é. A Q kvadratikus alak
— pozitiv definit, ha Q(z) > 0 minden x € R,z # 0 esetén
- pozitiv szemidefinit, ha Q(z) > 0 minden © € R esetén, és van olyan
zo # 0, hogy Q(z0) =0
- negativ definit, ha Q(x) < 0 minden x € R,z # 0 esetén

— negativ szemidefinit, ha Q(x) < 0 minden x© € R esetén, és van olyan
zo # 0, hogy Q(z0) =0

— indefinit, ha a fentiek egyike sem teljestil

6.2.1. Definitség sajatértékek alapjan

Ha A, «, kvadratikus alakot diagonéljuk (fl = ST AS, ahol S a sajat vektorokbol
alakitott matrix) Akkor
Moo 0

A= |
0 ... M\
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Ezen téren a kvadratikus alak tiszta négyzetes alaki lesz (nincs pl z122), igy a
definitség csak a sajatértékeken mulik.

Ha van A = 0, akkor létezik olyan x # 0 vektor amire igaz a Q(z) = 0 (pl
Q(x) = 02?3 + 223, és x = |1,0)

Ha minden A > 0 akkor Q(x) minden esetben pozitiv

Ha van olyan ami A < 0, akkor Q(x) megfelel§ x mellett negativ tud lenni

20. Tétel. Q kvadratikus alak esetén, ahol B jelzi a hozzd tartozd szimmetrikus
mdtrizot, azaz

Q(z) = (z, Bx)
minden x € R™ esetén, B sajdtértékeit tekintjik

— Ha mindegyik sajdtérték pozitiv, akkor @QQ pozitiv definit

- Ha mindegyik sajdtérték nemnegativ és van kéztik nulla, akkor @ pozitiv
szemidefinit

- Ha mindegyik sajdtérték negativ, akkor QQ negativ definit

— Ha mindegyik sajdtérték nempozitiv és van koztik nulla, akkor Q negativ
szemidefinit

— Ha van pozitiv és negativ sajdatérték is, akkor Q indefinit

7. tétel - f: R" — R fiiggvény széls6értéke

7.1. Tobbvaltozoés fiiggvények derivaltja

23. Definicié. f parcidlisan derivdlhatd, a k-ik vdltozo szerint az x pontban, ha
az

F(t) = f(z + teg)

fligguény t vdltozo szerint differencidlhaté a t = 0 pontban, ahol ey a k-ik stan-
dard bdzisvektor Ilyenkor jelélésben

F(0) = fi(w) = 2L ()

n 51‘k
Azaz a k-ik valtozo szerinti parcialis derivalashoz a tobbi valtozot allandonak
tekintjiik.
7.1.1. Masodrendii parcialis derivaltak
Jelolése
o’f

oxoy

(z,y)

Vegyes, ha kiilonb6z6 valtozo szerint, tiszta masodrendd, ha ugyanaz a valtozo
szerint derivaltunk.
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21. Tétel. Young-tétel Ha az f n-valtozds fligguény mdsodrendd parcidlis deri-
vdltfiigguényei léteznek és folytonosak, akkor az f'(x) Hesse-mdtrixz szimmetri-
kus, azaz

o?f (2) o?f
xTr) =
OL;0; OT;0%;
Bdrmely i,7 = 1,2,...,n indexekre

Ezekbdl készitett matrixot a Hesse métrixnak hivjuk.

7.2. Tobbvaltozos fliiggvény szélsGértéke
24. Definicid. Lokdlis szélsdérték R™ tér origo kozépponti egységgombién a
B={zeR:|z| <1}
halmazt értjik. Egy a € R™ pont kérili v > 0 sugard gomb
a+rB={zeR:|z—a| <r}
f:R™ = R figgvény a pontja lokdlis minimum, ha van olyan € > 0, hogy
f(z) = f(a)

Az értelmezési tartomdny minden olyan x pontjiban, amelyre x € a + eB (Egy-
séggomb) Lokdlis mazimum ehhez analdg, és hasonldan fogalmazhatjuk meg a
globdlis minimum és maximumot is.

A tovabbiakban f: R — R fliggvény parcialis derivaltjai léteznek, és folyto-
nosak az a pont egy kornyezetében.

22. Tétel. Elsérendd sziikséges feltétel Ha az a € R pont az f lokdlis minimum-
helye, akkor
of of of
- = —_— —_ e = — = O
0T “ 0o a) 0y, (a)
Azaz minden valtozoé szerinti parcialis derivalt (meredekség) nulla.

23. Tétel. Mdsodrendi sziikséges feltétel Tegyiik fel, hogy a az f lokdlis mini-
mumhelye. Akkor az f Hesse-mdtriza az a helyen pozitiv szemidefinit.

Bizonyitds. Legyen v € R™ tetsz6leges
F(t) = f(a+tv)
F kétszer differencialhato, és a a az f lokalis minimumbhelye, akkor 0 az F lokalis
minimumbhelye, ezért F”(0) > 0, azaz a Hesse méatrix pozitiv szemidefinit, mivel
v tetsz6leges. O
Ez csak sziikséges, nem elégséges feltétel

24. Tétel.

Tegyiik fel, hogy az a pontban az f parcilis derivaltjai nullak, és itt az f”(a)
Hesse-matrix pozitiv definit. Akkor a az f lokalis minimumhelye. (ha a Hesse
méatrix negativ definit, akkor lokalis maximum)
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8. tétel - Valbszintiségi valtozo, eloszlasfiiggvény
fogalma. Kapcsolat az eloszlas és eloszlasfiigg-
vény, illetve a stirtiségfiiggvény és eloszlasfiigg-
vény kozott

8.1. Valészintiségi valtozo

25. Definicié. Eseménytér
Q egy kisérlet kimeneteleinek halmaza, ezt az adott kisérlethez tartozé esemény-

térnek nevezziik.
Pl. dobdkocka Q2 = {1,2,3,4,5,6}

26. Definici6. Az eseménytér részhalmazait eseményeknek nevezziik.
Pl. dobokocka pdros A = {2,4,6}

27. Definici6. Valdsziniségi vdltozo
Tekintsiik egy (Q, A, P) valdszintiségi mezdt. Az

X: Q>R
fiiggvényt valosziniségi vdltozénak nevezzik, ha bdrmely x € R esetén
{X<z}={weQ: X(w)<z} e A
azaz minden ilyen nivéhalmaz megfigyelhetd (és igy van valdszinidsége)

28. Definicid. Egy valdszintségi vdltozot diszkrétnek nevezzik, ha az érték-
készlete véges vagy végtelen sorba rendezhetd (azaz megszdmolhaté halmaz)

8.2. Eloszlasfiiggvény

29. Definicio. Floszldsfiigguény
Tekintsiink egy (Q, A, P) valdszindiségi mezét és egy X : Q@ — R wvaldszindségi
valtozot. Minden x € R esetén legyen

F(z) = P(X < x)
Az igy értelmezett F : R — [0,1] figgvényt X eloszldsfiigguényének nevezziik.

8.3. Strtiségfiiggvény és eloszlasfiiggvény

30. Definicié. X folytonos eloszlasi, ha taldlhato olyan f integrdlhato fliggvény
a szdmegyenesen, amelyre

Plz) = K Ry

minden x € R, ilyenkor az f fu-t az X stirdségfiiggvényének nevezzik.
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Folytonos strtiségfiiggvénynél

Pla<X <b)=Pla<X <h)
25. Tétel. Ha f az X valdszinidségi vdltozo striségfigguvénye, akkor

- f(x) >0 VzeR

/+wf@Mx:1

—00

— Tetszdleges a < b valds szamokra
b
Pla< X <b) :/ f(z)dx

8.4. Diszkrét eloszlas és eloszlasfiiggvény

26. Tétel. Tekintsiink eqy X valdsziniségi vdltozot és jeldlje F az X eloszlds-
fligguényét.

-V eR esetén 0 < F(z) <1

- F monoton névekvd és minden pontban balrdl folytonos
—limg—y oo F(z) = 0,lim, 4o Fi(z) =1

— Ha a < b tetszdleges valds szamok, akkor

Pla < X <b) = F(b) — F(a)

Ha egy X diszkrét valdsziniségi vdltozo értékkészlete R = {x1,xa,...}, ahol

1 < T2 < ..., €s X ezeket az értékeket rendre py,po, ... valdsziniséggel veszi
fel, akkor az X eloszldsfiiggvénye ilyen alaki
0 hax <=z
F(z) = -
prt+pr haxg <x < xR

Bdrmely k =1,2,... esetén
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9. tétel - Nevezetes eloszlasok

Legyen (2, A, P) egy valoszintiségi mez§ (mindegyiknél ugyanez)

9.1. Karakterisztikus

Egy kisérlet, vagy bekovetkezik, vagy nem az esemény.
A € A esemény, amelyre P(A) = p,0 < p < 1, ekkor

¥ = 1 ha A bekovetkezik
" 10 ha A nem kévetkezik be

Valoszintiségi eloszlasa (karakterisztikus eloszlas)
PX=0)=1-p,P(X=1)=p
27. Tétel.
— Az eloszlds paramétere 0 < p < 1
— Az eloszlds vdrhatd értéke E(X) = p

- Az eloszlds variancidja Var(X) = p(1 — p)

9.2. Binomialis

Bernoulli-kisérlet: n darab fliggetlen esemény, k darab A esemény kovetkezik
be.

P(X = k) = (Z)pk(l )R k=012,...,n

28. Tétel.
— Az eloszlds paraméterei: n e N és0 < p <1
— Az eloszlds vdrhato értéke E(X) = np

— Az eloszlds variancidja Var(X) = np(1 — p)

9.3. Hipergeometriai

Visszatevés nélkiili mintavételes kisérlet, N darabos populacio, ebbsl m selejt, n
darabos mintat valasztunk véletlenszertien (n < m) X a mintaban 16v6 selejteket
jelenti.

m N—m
(k) ) ( n—k )
()
(hibasak koziil visszatevés nélkiil kivesziink k darabot, és a jok koziil kivesziink
n — k darabot)

P(X =k)=
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29. Tétel.

— Az eloszlds paraméterei: N,m,n € N

— Az eloszlds vdrhato értéke

— Az eloszlas variancidja Var(X) = %

9.4. Geometriai
Addig ismételjiik a kisérletet, ameddig az A esemény be nem kévetkezik. (Egy-
maéstol fiiggetlen P(A) = p kisérletek)
PX=k=010-p*1p k=12,...
30. Tétel.
— Az eloszlds paramétere 0 < p < 1

— Az eloszlds vdrhato értéke

— Az eloszlds variancidja

9.5. Poisson
Ertékkészlete {0} UN, A > 0 adott valés szam, eloszlasa
)\k
P(X =k) = ﬁe_)‘ k=0,1,2,...
31. Tétel.

- Az eloszlds paramétere 0 < A

— Az eloszlds varhato értéke

B(X) =\

— Az eloszlds variancidja
Var(X) =\
A Poisson-eloszléas a binomidlis eloszlas "hatareloszlasaként" szarmaztathato

32. Tétel. Ha adott A > 0 és 0 < p, < 1 olyan sorozat, amelyre np, = A\
akkor,

. (n T U
lim ( )pﬁ(l_pn) kzﬁe A

n—oo \ k

bdrmely k = 0,1,2,... esetén
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9.6. Egyenletes

[a,b] intervallum, minden részintervallumba esés az intervallum hosszaval ara-

nyos.
L haa<z<bd

0 kiilénben
33. Tétel.
— Az eloszlds paraméterei a és b, a < b

— Az eloszlds vdrhato értéke

B(X) = a+b
2
— Az eloszlds variancidja
(b—a)?
Var(X) =
ar(X) B

9.7. Exponencialis

X ™ haz>0
f(z) = e
0 kiilonben

34. Tétel.
— Az eloszlds paramétere X\ > 0
— Az eloszlds vdrhatd értéke E(X) = 1/\
— Az eloszlds variancidja Var(X) = 1/\?

9.8. Normalis

o(x) = e"?7 —oo<zx <00

(—00,0) intervallumon szigorian monoton névs, (0, 400) intervallumon szigori-
an monoton cstkkend, globalis maximuma = = 0 helyen.
(=00, —1) U (1,400) intervallumon konvex (—1,1) intervallumon konkév.

35. Tétel.
— Az eloszldsnak nincs paramétere
— Az eloszlds vdrhato értéke E(X) =0

— Az eloszlds variancidja Var(X) =1
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10. tétel - Centralis hatareloszlastétel

10.1. Centralis hatareloszlastétel

Kisérlet egy ismeretlen m mennyiség értékének meghatarozasara, n szamu fiig-
getlen kisérlettel, kozelitéshez a kisérletek kimeneteleinek szamtani atlagat hasz-
naljuk.

X4q,..., X, jeloli a kisérletek kimeneteleit, ezek fiiggetlen, azonos eloszlastu
valtozok, melyek

E(Xy)=m, D(Xy)=o0, k=12,...,n
Vezessiik be a kovetkez§ jelolést a valtozok standardizalt atlagéra

Y_%(X1+"'+Xn)_m
" o/\/n
Tételeink szerint ennek az Y,, valtozonak a varhato értéke 0, szoréasa 1.

Alekszandr Ljapunov orosz matematikus felismerése: Y,, valtozd eloszlasa
tart a standard normélis eloszlashoz.

36. Tétel. Centrdlis hatdreloszlds-tétel
F,, jeldli Y, eloszldsfiigguényét

lim F,(z) = ()

n— oo

10.2. Csebisev-egyenlGtlenség

Plusz, ez a rész valszeg nem kell
Cél meghatarozni a P(a < X < b) valoszintiséget, de nem tudjuk, hogy
milyen eloszlastu X valoszintiségi valtozo, vagy az tul bonyolult.

37. Tétel. Csebisev-egyenldtlenség
E(X)=m, D(X) = o, ekkor

1
P(\X—m|<k-0)21—ﬁ

Barmely k > 0 szdm esetén.
Bizonyitds tankonyvben
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